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Chapitre O

Introduction et bibliographie

0.1 Algeébre...

Le mot “algébre” vient du terme arabe "al-jabr" signifiant littéralement "restauration”. Ce terme fut pour la pre-
miére fois employé & propos des mathématiques par le novateur Al-Khwiriamis son livre (Livre abrégé sur

le calcul par la restauration et la comparaison) ou il proceéde a I'étude systématique des équations du second degré
et se raméne a six cas de base, en utilisant ce qu’il nomme “restauration” (al-jabr). Cette restauration se traduit
essentiellement par I'ajout d'une méme quantité dans les deux membres de I'équation afin d’éliminer les termes
apparaissant en soustraction. Cette idée de modifier une égalité pour la rendre plus simple a résoudre est fonda-
mentale. Il faut se rendre compte qu'a I'époque d’Al-Khwarizmi, le seul fait de penser un probléme en termes
d’égalité avec une grandeur inconnue était déja une avancée considérable.

0.2 ...linéaire

Voyons maintenant ce qu’est ce qu'un phénomene linéaire. Le prix de détail des marchandises, par exemple :
guand le marchand affiche 2 euros le prix d’un kilo de pommes, il est implicite: ¢files de pommes colteront

21 euros. Le prix des pommes est donc donné par la fonctidh densR définie par: — 2x. Le prix que vous

payez est une fonction linéaire du poids. De maniére plus générale, une application lindaidarsR est une
application qui s’écrit sous la forme — ax, ol € R est donné. Finalement, dais 'algébre linéaire se

réduit plus ou moins a la régle de trois. .. Le concept de linéarité peut alors s’étendre pour désigner un rapport de
dépendance trés simple entre plusieurs variables : la varjatdpend linéairement des variables ..., zy 'l

existe des constantes, ..., ay telles quey = a1z + ... + ayzy. On dit encore queg s’exprime comme
combinaison linéaire de, ..., z . Par exemple, si vous achetegkilos de pommes a 2 euros le kiloat kilos

de poires a 3 euros le kilo, le prix totalque vous payez est la combinaison linéaire 2x; + 3x2. La notion de
combinaison linéaire sera fondamentale dans la suite de ce cours.

Finalement,’klgebre linéaireest le domaine des mathématiques qui étudie de facon systématique les propriétés
associées a la dépendance linéaire. Les concepts de base sont amnildeaison linéairedont on vient de

parler, et les notions dspace vectoriett d'application linéaire Les espaces vectoriels les plus simples sont les
ensembleR, R? etR3 lorsqu’ils sont munis de deux opérations trés simples : I'addition et la multiplication par
un réel, qui présentent un certain nombre de propriétés que nous verrons plus tard.

1Al-Khwarizmi né vers 783, originaire de Khiva dans la région du Khwarezm qui lui a donné son nom, mort vers 850 a Bagdad, est un
mathématicien, géographe, astrologue et astronome musulman perse dont les écrits, rédigés en langue arabe, ont permis l'introduction de
I'algebre en Europe. Il est a I'origine des mots algorithme (qui n’est autre que son nom latinisé) et algebre (issu d’une méthode et du titre
d’'un de ces ouvrages) ou encore de I'utilisation des chiffres arabes dont la diffusion dans le Moyen-Orient et en Europe provient d'un autre
de ces livres (qui lui-méme traite des mathématiques indiennes) et de I'habitude de désigner I'inconnue par la lettre x dans une équation.
Il a d'ailleurs participé a la traduction de nombreux manuscrits scientifiques grecs et indiens. Son apport en mathématiques fut tel qu'il est
également surnommé “le pére de I'algébre"”, avec Diophante dont il reprendra les travaux. En effet, il fut le premier a répertorier de fagon
systématique des méthodes de résolution d’équations en classant celles-ci.
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0.3. Bibliographie 0. Introduction et bibliographie
0.3 Bibliographie

— Des livres en francais.
D.-C. Lay Algébre linéaire : Théorie, exercices et applications, 2004, De Boeck.
R. Dalang- et A Chaaboumigeébre linéaire : Aide mémoire, exercices et applications, 2005, PPUR.
A. Denmat et F. Héaulmaligebre linéaire : Travaux Dirigés, 1995, Dunod.
F. Liret, D. MartinaisAlgébre 1°7¢ année. Cours et exercices avec solutions, 2003, Dunod.

— Sivous voulez en savoir plus....
J.-M. MonnierAlgébre MPSI : Cours, méthodes et exercices corrigés, 2006, Dunod.

— Des livres en anglais.
G. StrangIntroduction to Linear Algebra, fourth edition , 2009, Wellesley-Cambridge Press UlS lecture de
ce livre st fortement conseillé. Le premier chapitre est trés largement inspiré de ce livre.
J. H Hubbard, B. Burke Hubbar¥ector Calculus, Linear Algebra, and Differential Forms : A Unified Ap-
proach, 2005, Prentice Hall.

— Quelques sites utiles (cours, exercices corrigés etc...)
http://wims.unice.fr
http://wims.auto.u-psud.fr/iwims/wims.cgi?module=U1/algebra/docsyslin.fr
http://web.mit.edu/18.06/www/Video/video-fall-99-new.html
http://home.scarlet.be/~ping1339/Pvect.htm

0.4 Exercices

Exercice 1 Des amis vont au bar. lls consomm@&ntafés etd jus d’orange et payerit8 euros. Puis ils recom-
mandent cafés eb jus d'orange. Cette fois ci ils payed$ euros. Quel est le prix du jus d’orange et du café ?

Exercice 2 Un cadet de Gascogne dit a ses amis :"J'ai dépehééus de plus que le quart de ce que j'avais en
entrant dans la taverne et il me reste2cus de plus que le quart de ce que j'avais en entrant dans la taverne"
Combien avait-il en entrant dans la taverne ?

Exercice 3 Un groupe de24 personnes, composé d’éléves mineurs, d'éléeves majeurs et de professeurs, vont au
cinéma. Le billet coute euros pour un éléve majeud,euros pour un éléve mineur @euros pour un professeur.

Le groupe dépense au totH)2 euros. Sachant que lors d’'une sortie il y a un professeur patleves, combien 'y

a-t-il d’éléves mineurs, d'éléves majeurs et de professeurs ?
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Chapitre 1

Algébre linéaire dansR? et R’

Nous allons dans ce chapitre introduire quelques notions nouvelles dans un cadre concret, celui de la droite, du
plan et de I'espace, ce qui nous permettra aussi de réviser quelques connaissances que vous avez acquises en
secondaire et au premier semestre.

1.1 Vecteurs deR? et R?

1.1.1 Vecteurs et combinaisons linéaires

Dans ce premier chapitre, nous noterongyeas un vecteuru de R? ou deR> que vous avez peut étre noté

dans vos classes précédentes. On s'affranchira de la notation en gras ou avec fleche au fur et a mesure de ce cours,
en particulier lorsqu’on introduira les vecteurs comme des “éléments d’un espace vectoriel”, dont nous donnerons
une définition précise plus tard.

Soientu et v des vecteurs d&? qui sont définis (pour l'instant) par des paires de réelsus) et (vy,vy). On

notera aussi les vecteurs sous forme de colonnes contenant les composantes :

) -
u = , v = .
U2 V2
L'addition des deux vecteuns etv s'écrit :
wrom ][l L)
U3 U2 Ug + V2

On peut multiplier un vecteur € R? (ouR?) parunréeh c R :

] Lo

au =« = .

U U9

Définition 1.1 On appellecombinaison linéairedeu etv € R? tout vecteunw de la formew = au + Bv, ol

et sont des réels, c.a.d. :
w— Y| = |om + By
wWa aug + Pug |

Ces propriétés s’appliquent bien sir aussi aux vecteuRs dgn vecteuru deR3 est donné par ses trois compo-
santequ;, us, u3), et le vecteur s’écrit alors :

Uy
U = |uU2
us

La combinaison linéaire de etv dansR? avec les coefficients et 3 s’écrit

w1 auy + Py
w= |ws| = |aus + Bvs
w3 aug + (v



1.1. Vecteurs d&?2 etR3 1. Algébre linéaire dang? etR3
Remarque 1.2 (Notations[- : ] et(---)) On a identifié des couples ou des triplets de réels avec des vecteurs
écrits sous forme de colonnes. Toutefois, il faudra bien faire attention de ne pas confondre le uacteurus ),

qui est le vecteur colonne dont les composantes gpnti; et ugz, avec le vecteun[ul Us ug] qui est un
vecteur ligne dont les composantes sont les mémes que celles du veotais qui n’est pas du tout le méme

objet mathématique. Ce vecteur ligne s’appelle “vecteur transposé” du veateur

Dans la définition précédente, on a défini une combinaison linéaire de deux vecteurs. Cette définition contient le
cas d’'une combinaison linéaire d'un seul vecteur, en prenant le deuxiéme égal au vecteur nul. Mais on peut aussi
bien shr généraliser la définition de combinaison linéaire pour trois, quatreyvecteurs. Une question impor-

tante qui reviendra souvent pendant ce cours est justement de déterminer 'ensemble de toutes les combinaisons
linéaires d'un vecteur, de deux vecteurs, de trois vecteurs ? Evidemment, le résultat dépend des vecteurs... Si par
exemple on cherche toutes les combinaisons linéaiwest que le vecteur est le vecteur nul, on obtient que I'en-

semble des combinaisons linéaires est réduit au vecteur nul. Si par contre le weestmon nul, I'ensemble des
combinaisons linéaires est la droite de vecteur directelRar exemple, I'ensemble des combinaisons linéaires

des deux vecteurs

1 1
Of et |1
0 1

est un plan, tandis que I'ensemble des combinaisons linéaires des deux vecteurs :

1 -1
Of et| O
0 0

est une droite.

Exemple 1.3 0On cherche a écrire les deux équations que vérifient les inconnues (réelktsy pour que la
combinaison linéairevu + [Sv soit égale &, avec :

e[ 3] oo ]

Pour ce faire, on écrit la combinaison linéaire et I'égalité avec le vecteu©On écrit ensuite I'égalité compo-
sante par composante. On obtient ainsi le systéme suivant, qui est un systeme linéaire a deux équations et deux

inconnues :
a—03=1
3a+ 28 =5.

1.1.2 Produit scalaire, norme

Définition 1.4 Le produit scalairede deux vecteura = (u1,us) €tv = (vy,ve) deR? estle réel iu - v =
u1v1 + ugve. De méme, le produit scalaire de deux vecteurs= (u1,uz,uz) etv = (vi,v2,v3) deR? est le
réel:u-v = ujvy + ugvy + usvs.

On rappelle que le produit scalaire de deux vecteurs orthogonaux est nul.
Définition 1.5 La norme euclidienned’un vecteuru deRR? ouR? est le réel positif ou nulu|| = v/u - u.

On appellevecteur unitaire un vecteuru dont la norme est égale a JJu| = v/u - u = 1. Siu etv sont deux
vecteurs unitaires, alots - v = cos 6, ouf est I'angle entre les vecteuusetv. On remargque donc que le produit
scalaire de deux vecteurs unitaires est toujours compris entre -1 et 1.

Pour deux vecteurs quelconquest o, la formule donnant le cosinus de I'anglentre les deux vecteurs devient :

ce qui se démontre trés facilement en posant Hy\l etv = H?H . les deux vecteurs et v sont maintenant

u v

unitaires et on a dona - v = cos @, d’ou le résultat.

1Ce raisonnement s’appelle un raisonnement par homogénéité.
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1.2. La notion de matrice 1. Algébre linéaire dattset R3
On rappelle enfin deux inégalités absolument fondamentales : pour tous vecttursleR? ouR3,

Inégalité de Cauchy-Schwarz : |u - v| < ||ul| - ||v]]
Inégalité triangulaire : [l + o] < JJu| + ||v]]
1.1.3 Exercices

Tous les exercices de cette section sont tirés de ou inspirés par quelques uns des nombreux exercices du livre de
G. Strang dont nous conseillons vivement la lecture. ..

Exercice 4 Décrire géométriquement (droite, plan ®&# tout entier) 'ensemble des combinaisons linéaires des
vecteurs suivants :

1 2 1 0 17 o 1
(a) [2] et |4 () |0] et |1 () o], |1] et |1
3 6 0 2 0] |1 1

Exercice 5 On considere les 12 vecteurs Bé, uy, k = 1,...12, de composantegos %”, sin %’T). Dessiner les

12 12

12 vecteurs, puis calculez: ug, et enfin calculerX: w.
k=1 k=1
k22

Exercice 6 Soit un cube dont trois sommets ont comme coordon(®és0), (1,0, 0), (0,1, 0). Donner les co-
ordonnées des autres sommets ainsi que des centres des faces.

Exercice 7 Trouver deux vecteurs etw qui sont orthogonaux & = (1, 1,0) et orthogonaux entre eux.
Exercice 8 Quelle est la norme euclidienne du vectéurd, . .., 1) dansR25 ?

Exercice 9 Soientu etv deux vecteurs d&? dont les normes sotitu|| = 3 et||v|| = 4. Quelles sont les valeurs
maximale et minimale dgu — v| etu - v ?

Exercice 10 Soientu = (z,y, z) un vecteur du plan d&? d’équationz + y + z = 0, etv = (z,z,y).
1. Montrer queu - v = —1||u| ||v||
2. Calculer 'angle entreu etw.

1.2 La notion de matrice

Nous allons maintenant introduire la notion de matrice, ou plutét son action sur un vecteur. En gros, une matrice
est un tableau de nombres. Voyons tout de suite quelle est la définition de son action sur un vecteur, ce qu'on
appelle aussi la multiplication matrice vecteur.

1.2.1 Ecriture matricielle d’'une combinaison linéaire

Commencons par un exemple d&t%s On peut écrire I'égalité :

2 -1 4 2 -1 4
BM +2[2] = M ou encore8u + 2v = b avecu = M ,U = [2} etb = M

On introduit lamatrice2 x 2 qui est un tableau dont la premiére colonne est le veaierirla deuxiéme colonne

le vecteur colonne :
2 -1
A=[u v|= [1 ) ] )

Gréceacette matrice, on réécrit la combinaison linéaire- 2v comme le produit de la matricé avec le vecteur

b weeeo=a[]+2[ 2= S]]
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1.2. La notion de matrice 1. Algébre linéaire dattset R3
Notonsz le vecteur de composanté3, 2). Le produit Az de la matriceA par le vecteutr est la combinaison
linéaire3u + 2v. Plus généralementsiest un vecteur de composantes, x» ), le produitAx est la combinaison
linéaire z;u + x9v,c.a..d premiére composante du vecteur fois premiére colonne de la matrice plus deuxiéme
composante du vecteur fois deuxiéme colonne de la matrice. Plus qu’une définition du produit matrice vecteur
(qu’on verra plus en détails au chapitre suivant), ceci est le véritable concept : au départ ce sont les caefficients
2o qui multiplient les vecteurs, maintenant c’est la matrice formée par ces vecteurs qui multiplie le wedoetr

les composantes sonf etxs.

A retenir :

Le résultat d’'un produit matrice vecteur est toujours une combinaison linéaire des colonnes de la matrice.

On peut alors aussi remarquer que le vectéurs'écrit

_ . 2 -1 o 21}1 —T2| (2, —1) . (%1,1‘2)
Aw_m”’*””_le}+x2{2}"L1+zm}_[(Lm.@hxg
La premiére composante dec est le produit scalaire de la premiére lignedlavec le vecteug, et la deuxiéme

composante delx est le produit scalaire de la deuxiéme ligne Al@avec le vecteur:. C’'est un autre moyen,
extrémement souvent utilisé, de calculer le produit matrice vecteur.

Considérons comme deuxiéme exempéds trois vecteurs dB? suivants :

1 0 0
u=|—-1|l,v=|1]|,w=|0{,
0 -1 1
Ecrivons la combinaison linéaireu + v + yw :
1 0 0 a
al-1l+68|1|+~v|0|=|f—«
0 -1 1 vy—p

On écrit maintenant cette combinaison linéaire sous forme matricielle, c.a.d. a I'aide d’'un tableau de nombres,
gu’on noteA ; le vecteuru est la premiére colonne du tableau, le vectelarseconde, et le vecteurla troisieme :

1 0 0] |«a o
-1 1 o||8]=|8-a
0 -1 1] [v =8

Les scalaires, 3,y sont les composantes d’un vectaudeR?. Le produit de la matricel par le vecteur: est la
combinaison linéaireru 4+ Sv + yw des trois colonnes dé.

1 0 0f |« «
Az =|-1 1 0| |} :[u v w] G| = au+ fv + yw.
0 -1 1| |v ¥

Revenons sur le concept du produit matrice vecteur exposé plus haut pour un ve®éuradedépart ce sont les
coefficientsa 8 + qui multiplient les vecteurs, maintenant c’est la matrice formée par ces vecteurs qui multiplie
le vecteurx dont les composantes sants et~. Du coup on va maintenant renommer les composantget v

dex enzy,zs, x3. En notanby, bo, b3 les composantes déx = b, on obtient :

1 0 0] [z T b1
Az =|-1 1 0| |x2| = |xo—21| = |ba| =b.
0 —1 1| |z T3 — T b3

Comme dans le cas de I'exemple précédent, on peut alors introduire une autre vision (qui est la plus habituelle
dans la plupart des ouvrages) du produit matrice vectaur les composantes du vectdure Ax sont obtenues

en effectuant le produit scalaire de chatjgee de la matrice avec le vecteatr Sur I'exemple qu’on vient de voir,
cecidonne :

10 0f [z (1,0,0) - (z1, z2, 23) T b1
Ax = |—1 1 0 To| = (71,1,0)'(1‘1,172,263) = |9 — X1 | = bg =b.
0 -1 1 T3 (0, 71, ].) . (1’1, (EQ,.’bg) T3 — T2 bg

En général, quand on fait des calculs a la main de matrice (on aimerait que ce soit le moins souvent possible. . .)
c’est cette facon la qu'on emploie.

2Cet exemple est tiré du livre de Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley-Cambridge
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1.2. La notion de matrice 1. Algébre linéaire dattset R3
1.2.2 Equations linéaires

Jusqu’a présent, on a supposé que le vectewtont les composantes sont les coefficients de la combinaison
linéaire, était connu, et on cherchait a calculer la combinaison linéaiésultante. Supposons maintenant au
contraire qu'on cherche les coefficients de la combinaison linéaire des trois veateurst w de maniére a

ce qu’elle soit égale au vectebr qui lui est maintenant supposé connu. On cherche dene; et z3 tels que

T1u + 2ov + z3w = b. Ceci revient a résoudre un systéeme linéairecene, et z3. La question “Trouver les
coefficientsry, zo x3 tels que la combinaison linéaire;u + zov + x3w Soit égale ab” est équivalente a la
guestion “résoudre le systemer = b”. Avec la matricedA définie par

1 0 O
A=|-1 1 o0},
0o -1 1
T =by x1 = by
le systemedx = b s’écrit —x1+ a2 =by etacomme solutioR x5 = by + by (1.2.1)
—x2+ 13 = b3 x3 = by + b + bs.

Notons que ce systéme est particulierement simple parce qu’on a directengepartir de la premiére équation,

on peut ensuite substituer dans la deuxieme équation et trouwegr et enfin substituer; etzs dans la troisieme
équation et trouvet;. Ceci est possible parce qu’on travaille avec une matrice “triangulaire inférieure”, c'est a
dire une matrice dont tous les coefficients au dessus de la diagonale sont nuls. Evidemment, tous les systemes ne
sont pas aussi simples a résoudre.

Remarquons que & = 0 (le vecteur de composantés, 0,0) la solutionz du systéme est = 0. Ceci est

une propriété remarquable, qui est vraie pour la matdicte ce systéme, mais qui ne I'est pas pour toutes les
matrices. . . Remarquons également que pour n'importetgaelb , b2, b3), le calcul ci dessus va nous fournir un
uniquex = (b1, by + ba, by + ba + b3). Cette propriété est dée au fait que la matricestinversible, au sens ou,

a partir de n'importe queh, on peut récupérer un et un sat{on verra plus loin la définition précise de matrice
inversible).

SiAx = b, pourx = To =b1 + by =11 1 0f |b2| =5b (1.2.2)
:L‘3=b1+b2+bg 1 1 1 b3

Donc la solution du systéméx = b est donnée pat = Sb. On dit queS est la matrice inverse dé, notéeAd 1.
On obtientb & partir dex en multipliantz par A. On retrouver en multipliantb par A=!. La matriceA~! défait
ce que la matricel a fait. On peut aussi écritd—!' Ax = x.

Considérons maintenant les trois vecteur®desuivants :
1 0 -1
u=|-1l,v=|1]|,w=
0 —1 1
Les deux premiers vecteuts et v sont les mémes que précédemment, mais le veatearun -1 en premiére

composante au lieu d'un zéro. La matriceformée par ces trois vecteurs s'appelle la matrice des différences
cycliques. Elle s’écrit :

1 0 -1
C= [u v ﬁ;} =|-1 1 01,
0o -1 1
et les combinaisons linéaires des vecteyrs + xzov + x3w S'écrivent de maniére matricielle :
1 0 —-1| (a1 T, — T3
Cx= (-1 1 0 To| = |z —21| =0b
0 -1 1 T3 r3 — T2

Ce systéme est moins facile a résoudre que le précédent, et d’ailleurs il est impossible de trouver la solution du
systéme, vu que le systéeme admet une infinité de solutions, ou au contraire pas de solution du tout. Par exemple,

1
le systéme”xz = 0 admet comme solutiolm = | 1],
1

Université Aix-Marseille JPEIP-L1, 27 avril 2010 11 Algébre linéaire, Maths générales |1



1.2. La notion de matrice 1. Algébre linéaire dattset R3
mais aussi tous les vecteurs de la fortm® o € R. Mais par contre,

1
le systeme&Cx = [0| n'admet aucune solution,
0

car la somme des trois composantegdevaut zéro alors que la somme des trois composantes du second membre
vaut 1. Géométriquement, ceci revient a dire gu’il n’existe pas de combinaison linéaire des trois wecteets

w qui donne le vecteub = (1,0,0). Donc 'ensemble des combinaisons linéaires des trois vectgurset w

ne remplit pas tout I'espad®®. Pour que le systtm€x = b ait une solution, il faut que la somme des trois
composantes du second membre soit nulle, puisque la somme des trois composantestmujours nulle. En
d’'autres termes, toutes les combinaisons linéaifes+ xov + x3®w sont dans le plan d’équatién + b, + b3 = 0.

On voit ici la différence cruciale entre les combinaisons linéaires,deet w, qui remplissaient tout I'espace, et
celles deu, v etw, qui ne remplissent qu’un plan.

1.2.3 Dépendance et indépendance

On choisit les deux premiers vecteurs colonnest v de la matrice. L'ensemble des combinaisons linéaires de
ces deux vecteurs est un pfRdeR3.

On a vu dans les paragraphes précédents deux cas possibles : pour la mdaiteisiéme vecteur colonne

de la matriceA n’est pas dans le méme pldh: les combinaisons linéaires de v et w remplissent I'espace
tout entier. Pour la matric€’, le troisieme vecteur colonn@ de la matriceC' est dans le méme plaR : les
combinaisons linéaires de, v et w remplissent un plan, et non plus tout I'espace. On peut é@rimme
combinaison linéaire de etwv.

Le vecteurw n'est pas dans le plan deetv ; les vecteurs sont “indépendants” ou “libres”.
La seule combinaison qui donbe= 0 estOu + Ov + Ow.

Le vecteurw est dans le plan de etv ; les vecteurs sont “dépendants” ou “liés”.
Il'y a des combinaisons a coefficients non nuls qui donheat0 (caru + v + w = 0).

Les notions de dépendance et d'indépendance sont fondamentales, et nous reviendrons plus en détails dessus par
la suite. On peut déja remarquer sur cet exemple les liens entre la notion d’'indépendance des vecteurs colonnes de
la matrice et la résolution des systémes :

Colonnes indépendantes .Axz = 0 a une solution unique = 0. La matriceA est inversible.
Colonnes dépendantes. Cx = 0 a plusieurs solutions. La matri¢en’est pas inversible.

1.2.4 Exercices

Exercice 11 (On commence tout doucement.)

1. Soit
1 2 2
i [l Y]

Construire géométriquement le vectedz, et calculer ses composantes.

2. Méme question avec
1 -1 2
a=fb e[

3. Effectuer maintenant les produitscal’aide des produits scalaires des lignes de la matrice par le vecteur

Exercice 12 (On continue doucement.)

1. Soientu etv deux vecteurs d&?2. Soit A la matrice dont la premiére colonne astet la seconde.

(a) Ecrire A pouru = H etv = m . Cette matrice s’appelle la matrice identité et se riakge(lI'indice

2 signifiant qu'il s’agit d’une matrice carrée d’ordre 2). Calculli,x pourx € R2.
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(b) On suppose maintenamt et v quelconques. Soit = (2, —1). Le produitAz est une combinaison
des colonnes dd. Exprimer cette combinaison linéaire.

Donner les composantes du vecteur résultant pos é] etv = [_21] .

2. Soientu, v etw trois vecteurs dé&R3. La multiplication d’'une matriced = [u v w] par le vecteur
colonnex = (2, —1, 3) donne une combinaison des colonnesdd&xprimer cette combinaison linéaire.

1 2 0
Donner les composantes du vectelsr pouru = |2| ,v = |—1| etw = |1
0 1 2

3. Exprimer la matrice identitéds, c.a.d. la matrice telle quiisz = x pour toutz € R3.

Exercice 13 (Un petit modeéle de prédation)Sur une éle déserte vivent une bande de loups, une bande de chevres

et une bande de serpents. Chaqgue nuit, chaque loup égorge une chévre, puis chaque chévre restante piétine (a mort)
un serpent et enfin, chaque serpent restant mord un loup (et la blessure est mortelle) . On suppose qu’il n'y a pas
d’autres pertes de vie (par vieillesse par exemple), ni gains (par naissances...). Off neteet ¢* le nombre

respectif de loups, serpents et chévres le 11 janvier 2010 au séji; et c le nombre respectif de loups, serpents

et chévres le 12 janvier 2010 au matin. Exprindeg et c en fonction de*, s* etc* par une relation matricielle.

N.B. Pour une suite a ce petit modele, voir I'exercice 59.

Exercice 14 (Produit matrice vecteur pour une matricen x p) Si A est une matrice de lignes etp colonnes,
on la multiplie par un vecteug pour obtenir un vecteub qui est combinaison linéaire des colonnesAleQuel
est le nombre de composantesatietd ?

Exercice 15 (Matrice et linéarité) SoitA = {Z Z} une matrice2 x 2. Soitu = [1 0] etvo = [0 1].

1. Calculer Au et Av.

2. Soientx et 3 des réels. CalculeA(au+ fv) etaAu+ GAv. Comparer. C'est cette propriété qu’'on appelle
linéarité : on verra plus loin que I'applicatior — Ax est uneapplication linéaire

Exercice 16 (Matrice d’élimination) Soit/ € R, x = (x1,72) € R? et soitE la matrice2 x 2 définie par

1 0
el ]
1. Calculerb = Ex. Décrire (en francais...) I'opération effectuée sur les lignesedersque la matricell

multiplie le vecteutr.
1

2. SoitF = , ? . Calculerc = F'b. Décrire (en francais...) 'opération effectuée sur les ligne$ éirsque

la matrice F' multiplie le vecteub.

Exercice 17 (Une propriété surprenante, a premiére vue)Soient(a, b) et (c, d) € R2.
1. On suppose qués, c) et (b, d) sont colinéaires. Montrer qu'alor&s, b) et (¢, d) sont colinéaires.

a b

2. SoitA = d ;

A le sont.

montrer que les vecteurs colonnesdisont liés si et seulement si les vecteurs lignes de

1.3 Méthode du pivot de Gauss

1.3.1 Ecriture vectorielle et matricielle des systemes linéaires

Considérons le systeme de deux équations a deux inconnues :

r+2y=4
{ % — 3y =1 (1.3.3)

Regardons ce qui se passe ligne par ligne. Chaque ligne donne I'équation d’une droite, qu'on représente dans
la figure 1.1. Pour que le couple,y) vérifie les deux équations, il faut donc que le point de coordonnées
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vy =4 20 — 3y =1

L r=2,y=1

FiG. 1.1 —Vision par lignes la solution du systeme est l'intersection des droites

et y soit l'intersection des deux droites. C’est ce qu'on appelle la vision “par lignes” du systéme : la solution
du systéme (1.3.3) est l'intersection de deux droites. Voyons maintenant un peu ce qui se passe si on regarde les
choses “par colonnes”. On va maintenant lire le systéme (1.3.3) comme une équation vectorielle faisant intervernir

les vecteurs :
1 2 4
= M _— [_3} ot H |

Avec ces vecteurs, on peut réécrire le systeme (1.3.3) comme une seule équation vectorielle
ru + yv = b.

On cherche la “bonne” combinaison linéairewetv (c.a.d. les bons coefficientsety) qui va donneb, comme

. 2]

FiG. 1.2 —Vision par colonnesla solution du systéme est 'intersection des droites
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on le voit sur la figure 1.2 ; ceci s’écrit aussi avec les vecteurs colonnes :

o[- []-»

Avec le choixxz = 2 ety = 1, on retrouve bieib : on va donc multiplier le vecteut parz = 2 et le vecteuw par
y = 1 puis additionner les vecteu?s: etv pour trouverb.

- [3)-H-»

On réécrit maintenant I'équation vectorielle sous forme matricielle. La mafrigst un tableau d&x 2 nombres,
dont la premiére colonne est le vecteuet la deuxiéme colonne le vecteutr

A=l 5

Dans la vision par colonnes, le produit de la matricear le vecteurr = (z,y) est égale a la combinaison linéaire

o= 2J[ -+ B3]

Dans la vision par lignes, le produit de la matridepar le vecteurr = (xz,y) est un vecteub dont la premiére
composante est le produit scalaire de la premiere ligne de la matrice avec le weetdardeuxieme composante

le produit scalaire de la deuxiéme ligne de la matrice avec le vegtdiorsqu’on regarde les lignes dg on a la

vision “par lignes”, et lorsqu’on regarde les colonnes, on a la vision “par colonnes”. Le systeme d’équations sous

forme matricielle s’écrit alors :
1 2] [«] [4
2 =3 |lyl 11

On effectue la multiplication matrice vecteur soit en effectuant le produit scalaire des lignes avec le vecteur de
composanteséz, y) soit par combinaison linéaire des colonnesAléOn a vu que la solution de ce systéme est
r=2ety=1.

Dans le chapitre suivant, on va résoudre des systéemesédpiations & inconnues, et la matrice du systeme
sera donc un tableau dex n nombres. Mais donnons maintenant un exemple &&n©n considére le systéme
linéaire :

z +y +z =3
r +2y +3z =9 (1.3.4)
r —2y 44z =12

qui s'écrit sous forme matricielle :

1 1 1 T 3
1 2 3 yl =19
1 -2 4 z 12

Donnons les visions “par lignes” et “par colonnes” pour cet exemple.

Vision ligne Chaque ligne du systéme est I'équation d’'un plan d&hd_e systéme (1.3.4) posséde une unique
solution si les plans se coupent en un point. Le produits’effectue par lignes en prenant les produits scalaires :

x (lignel) - x
Ax=A |y| = [(ligne 2) - x
z (ligne 3) - =

Vision colonne Résoudre le systeme revient a trouver les bons coefficientst = d’'une combinaison linéaire
zu + yv + zw des vecteurs, v etw pour queru + yv + zw = b, avec :

1

1 1
1 -2 4
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Le systeme (1.3.4) possede une solution si les plans se coupent en un point. Lefoslaifectue par colonnes
en calculant la combinaison linéaire :

Ax = x (colonne 1) + y (colonne2) + z (colonne 3).

Avec la matriceA ci-dessus, on remarque glie= 3(colonne 3). On en déduit que la solution du systeme est
(z,y,2) = (0,0, 3) (mais les choses ne sont évidemment pas toujours aussi simples!).

1.3.2 Elimination
Un exemple2 x 2

Vous avez vu en secondaire comment résoudre un systéme par élimination et substitution. On va étudier cette
année une procédure systématique d’élimination, celle qui est utilisée dans les programmes informatiques pour la
résolution des systémes linéaires, et qui est connue sous le nom de méthode de Rasssystéme précédent,

{ r+2y=4 devient{ r+2y=4 (multiplier la premiére équation par 2) (1.3.5)

20 —3y=1 —T7y = —7  (puis soustraire a la deuxieme)

La deuxiéme équation donne alays= 1, puis en substituant cette valeur dans la premiére 2. L'étape
d’élimination produit un systéme dont la matrice est triangulaire supérieure (les coefficients sous la diagonale sont
nuls). Une fois que la matrice du systeme est sous forme triangulaire supérieure, il est tres facile de le résoudre
par substitution.

La solution du systéme d’origine et du systéme apres élimination est la méme, comme on peut le voir sur la vision
“en ligne” des figures 1.1 et 1.3.

r+2y=4

—Ty = —7

FiG. 1.3 — le systéme aprés élimination dans la deuxiéme équatision par lignes la solution du systéme est
l'intersection des droites, elle n’a pas changé.

Méme si ce systeme est treés simple a résoudre et que vous auriez tres certainement réussi a le faire sans ce cours
d’algebre linéaire, cela vaut le coup d’analyser les opérations qu’on a effectuées pour comprendre la méthode et
I'appliquer dans des cas plus compliqués.

Pour éliminerz dans la deuxiéme équation, on a multiplié la premiere équation par 2 et on I'a soustraite a la
deuxiéme. On a utilisé pour cela le fait que le premier coefficient de la premiére ligne est 1, et en particulier non
nul : on dit que c’est lepivot. Comme le coefficient devantdans la deuxiéme équation est 2, le multiplicateur

pour I'élimination est donc aussi 2.

Prenons le méme systéme, mais ol on a multiplié la premiére ligne par 5 : I'élimination va se faire maintenant de

la maniére suivante :

{5x + 10y =20
=1

b + 10y =20 (multiplierIapremiéreéquationp%r
20 — 3y -

Ty = —7 (puis soustraire a la deuxiéme) (1.3.6)

devient {

3Johann Carl Friedrich Gauss (30 avril 1777 — 23 février 1855) est un mathématicien, astronome et physicien allemand. Il est considéré
comme I'un des plus grands mathématiciens de tous les temps.
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La solution reste évidemment la méme, mais maintenant, le premier coef de la premiére ligne est 5. Comme le
coefficient devant dans la deuxiéme équation reste égal 2, le multiplicateur est maint?nant

La deuxieme équation a elle aussi un pivot, qui est égal a -7, et qui permet d’obtenir la solution (on l'utiliserait
pour éliminery dans la troiseme équation s'il y en avait une). Pour résoudre un systéme de deux équations a deux
inconnues, on a utilisé 2 pivots. Pour résoudre un systéme éluations & inconnues, on aura besoin de

pivots. Notez qu’a la fin de I'élimination, le systéme obtenu a une forme triangulaire, et que les pivots sont sur la
diagonale du “triangle”.

Voyons maintenant si les choses peuvent se passer plus mal (et oui... elles le peuvent!)

Echecs possibles de I'élimination de Gauss

Sion programme l'algorithme de Gauss comme expliqué au paragraphe précédent et qu’on I'applique a n'importe
guelle matrice, il est possible que le résultat sbiaN' ce qui veut dire en décodé “Not a Number” : I'ordinateur

vous répond que vous essayez de diviser par zéro et qu'il ne sait pas faire... petite explication sur trois exemples
faciles, déduits du précédent.

Exemple 1.6 (Echec total de I'élimination : pas de solution)Avec le systéme suivant :

{a: - 2y =4 devient{ x — 2y =4 (multiplier la premiére équation par 2) (1.3.7)

2t — 4y =1 Oy = -7 (puis soustraire a la deuxiéme)

I'élimination ne marche pas parce qu'arpés éliminatiorugda deuxieme équation a un zéro devang et on ne

peut pas diviser par 0 (comme votre ordinateur vous le fera savoir si vous essayez...); on dit aussi qu'on a “un
zéro en position pivotale”, mais il est absolument interdit de dire “un pivot nul”, parcaigquivot n’est jamais

nul.

Cet échec peut étre interprété géométriguement (vision “lignes”) par le fait que les deux équations du sytéme sont
les équations de deux droites paralléles et non confondues, et donc ont une intersection vide.

On peut aussi l'interpréter vectoriellement (vision “colonnes”) par le fait qu'on ne peut pas atteindre le vecteur
(4,1) par une combinaison linéaire des vecte(irs2) et (—2, —4)

Exemple 1.7 (Echec de I'élimination, mais infinité de solution)Dans I'exemple précédent, on remplace le se-
cond membré4, 1) par (4,8) :

x + 2y =4 . x + 2y =4 (multiplier la premiere équation par 2)

{ 2 + 4y =38 dewent{ Oy =0 (puis soustraire a la deuxieme) (1.3.8)

La encore on a un zéro en position pivotale, et votre ordinateur risque de ne pas aimer si vous n'avez pas mis
de test dans votre programme.... Mais contrairement a I'exemple précédent, on a maintenant une solution au
systéme, et méme une infinité de solutions : en effetytauR satisfait la deuxiéme équation et une fois qu’'on a
choisi uny, on obtientz par la premiére. Dans la vision “lignes”, les droites qui étaient paralleles dans I'exemple
précédent sont maintenant confondues. Dans la vision colonne, le second nbemlfde8) est maintenant sur

la méme droite que les vecteurs colonfie®) et (2, 4) de la matrice du systéme.

Exemple 1.8 (Echec temporaire de I'élimination : deux pivots obtenus par échange de ligne)
Supposons qu’on ait un zéro en position pivotale de la premiére ligne :

Jy =1

J_r oy —4 (1.3.9)

0Oz + 2y
2r — 3y

(devient, aprés échange) (des deux Iigr{esﬁi

Le nouveau systéme est sous forme triangulaire, et il est donc prét pour I'étape de substitution, dite aussi étape
de remontée. La deuxieme équation dopnre 2 puis la premiérer = % Les pivots du systeme sont 2 et 2, mais
pour les obtenir on a dé échanger les lignes.

Les deux premiers exemples sont des systemes non inversibles (ou singuliers) : dans les deux cas on n'a pas de
pivot pour la seonde équation (zéro en position pivotale). Les systémes singuliers ont soit aucune solution, soit
une infinité de solutions. Le deuxieme exemple fait apparaitre un systéme inversible (ou régulier). On obtient les
deux pivots souhaités (parce qu’'on a deux équations et deux inconnues) et on a une solution unique.
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Théorie générale pour les systemes x 2

Lemme 1.9 Soienta, b, ¢, d, o, 3 des réels. On suppose# 0. Alors le systeme

ax+ by =«
cx+ dy =0
est équivalent au systéme
{ ax+ by =
d-"%)y =p-=ta

Démonstration : Soit (z,y) € R2. Si(z,y) est solution du premier systéme, alors dans ce premier systéme, on
multiplie la premiére équation pafc/a (on a le droit ca # 0) et on 'additionne a la seconde équation. On
vérifie ainsi que(z, ) est solution du second systéme. Réciproquemeft, g est solution du second systéme,
alors dans ce second systéme, on multiplie la premiére équatieripat on I' additionne a la seconde équation.

On vérifie ainsi quéx, y) est solution du premier systéme. On conclut que les deux systémes ont méme ensemble
de solution. lls sont donc équivalents. =

Théoréeme 1.10Soienta, b, ¢, d des réels etd = [Z b]. Le systémelx = b admet une solution unique pour

d
toutb € R? si et seulement si la matricé admet deux pivots lors de I'élimination de Gauss.

Démonstration : Dire que la matriced admet deux pivots lors de I'élimination de Gauss signifie que, quitte a
échanger les deux lignes de
¢ le premier coefficient de la premiére ligne deest non nul, et que
e apres avoir fait apparaitre Oren premiére position de la seconde ligneddée coefficient en deuxieme position

est non nul.
Par le Lemme 1.9, on peut résumer cela en
e soita # 0 etd — be/a # 0,
e soita = 0, et dans ce cas on intervertit les deux lignes et o4 etb — da/c # 0.
Dans chacun de ces deux cas, I'étape de remontée montre par son procédé consructif gqu’il existe une unique
solution au systéme. On a ainsi montré que I'existence de deux pivots entraéne I'existence et unicité de la solution
du systeme.
Montrons maintenant que si on n’a pas deux pivots alors on n'a pas existence et unicité. Si on n'a pas deux pivots
en sortie de I'élimination, on n’est donc dans aucun des cas ci-dessus, et alors on est dans I'une des situations

suivantes :
e g =0 = c:onestramené au systeme
{ by =«
dy =8
qui a0 ou une infinité de solution,
e a#0etd—bc/a=0:0nestramené au systéme

ax+ by =«
0y =08-"‘a
qui a0 ou une infinité de solution,
o c#0etb—da/c=0:0nestramené au systéme
cx+ dy =
Oy =a—2¢p

qui a0 ou une infinité de solution.
|

Définition 1.11 Soienta, b, ¢, d des réels. On appelleéterminant de la matriced = [Z Z} et on notelet(A)
le réel défini pardet(A) = ad — bc.
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1.3. Méthode du pivot de Gauss 1. Algébre linéaire d&hstR3

Z a deux pivots, le déterminant de la matrideest égal au produit des
pivots. Sile nombre de pivots est strictement inférieurde2(A) = 0.
Le systémelx = b admet donc une solution unique pour tdut R? si et seulement set(A) # 0.

Proposition 1.12 Sila matriceA = {Z

Démonstration : Voir exercice 26. [

1.3.3 Unsystems x 3

On va maintenant effectuer I'élimination de Gauss sur le sysgma8 suivant :

2171 + 4%2 — 2I3 =2
—2x1 — 3x9s + Tx3 =10

Le premier pivot est le premier coefficient non nul de la premiere ligne, c.a.d. 2. On utilise ce pivot pour annuler
les coefficients de:;; dans les lignes 2 et 3. On soustrait 2 fois la ligne 1 & la ligne 2, et on soustrait (-1) fois la
ligne 1 alaligne 3:

21 + 4z — 2x3=2 — 2x1 + 4dxo — 223=2
4dr; + 92 — 3z3=38 @sﬁzzf(ffizl Y + x3=4
—2r1 — 3xy + Txz3 =10 To + Sx3 =12

Dans les formules ci dessus la phrése~ (5 — 2/, estacomprendre par “la ligne 2 est remplacée par la la ligne 2
- deux fois la ligne 1". On cherche maintenant le pivot de la deuxiéme équation, il se trouve que c’est le coefficient
dexs, €égal & 1. On utilise ce pivot pour annuler le coefficientgdelans la ligne 3 :

21‘1 + 41’2 — 21}3 =2 . 2I1 + 41’2 — 2503 =2
11’2 + x3= 4 L3~z —Lo 11’2 + x3= 4
X2 + 5(E3 =12 41}3 =8

La troisieme ligne comporte un pivot égal a 4 devagtet donc le systéme est transformé par I'élimination de
Gauss en un systeéme triangulaire supérieur :

2.’L‘1 + 4%2 — 21’3 =2 . N 21’1 + 4I2 — 21’3 =2
dr; + 9o — 313=8 Zﬁﬁn'?n?{iﬁﬁrfi Gauss lr, + les=4  (1.3.11)
—2r1 — 3wy + Tx3=10 4rs = 8.

ou les pivots sont écrits en gras. Ceci peut encore s'écrire

Ar=b<— Uz =c,

2 4 =2 2 2 4 =2 2
avecA= | 4 9 3|,b=|8|,C=1]01 1], etc= |4
-2 -3 7 10 0 0 4 8

On effectue ensuite une remontée pour trouver la solutioths systéme :

La troisieme équatiodxs = 8 donners = 2

La deuxieéme équation, + x3 = 4 donnexy = 2

La premiere équatiofr; + 4xs — 2x3 = 2 donner; = —1.

Dans la vision en lignes, ceci veut dire que I'intersection des trois plans dont les équations sont celles du systeme
(1.3.11). estle point—1, 2, 2). Dans la vision en colonnes, ceci veut dire qu’une combisaison linéaire de vecteurs
colonnes donne le second membre

2 4 [—2 2
Az=(-1)| 4 |+2]|9(+2[-3|=|8|=b
—2 -3 |7 10
ce qui s’écrit sous forme matricielle :
2 4 =21 [-1] 2
Az = | 4 9 -3 21 =8| =b
-2 =3 7 2 | 10
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1.3. Méthode du pivot de Gauss 1. Algébre linéaire d@hstR?

Dans le cas d’'un systémex 4 oun x n, la méthode d’élimination de Gauss fonctionne selon les mémes principes;
on part d’une matrice, et de colonne en colonne, on transfotree une matrice triangulair@, si I'élimnation
marche jusqu’au bout, selon le schéma suivant :

Etape 1 Utiliser la premiére équation pour créer des zéros sous le premier pivot dans la colonne 1.

Etape 2 Utiliser la nouvelle équation 2 pour créer des zéros sous le deuxieme pivot dans la colonne 2.

Etape 3 &. Continuer a chercher lespivots et la matrice triangulair€ pour les colonnes 3 4.

Aprés I'étape 2, on a une matrice de la for

EE SR
* % ¥ X

O aAapo *
O O *x ¥

*
et on cherche une matrice de la for %
0

[enliE S
* X X X

O O *x ¥

1.3.4 Exercices
Algébre linéaire et géométrie

Exercice 18 (Intersection de droites dan®?) Déterminer parmi les couples de droites suivantes, lesquelles
sont sécantes, paralléles ou confondues. Si elles sont sécantes, déterminer les coordonnées du point d’intersection,
si elles sont paralléles ou confondues donner un vecteur directeur et un vecteur normal. Ecrire pour chaque
couple de droites la vision “par colonnes”, c.a.d. en écrivant les systémes linéaires a résoudre sous forme de
combinaisons linéaires, puis sous forme matricielle.

1.D; :3z+5y—2=0etDy :2—2y+3=0

2.Dy :2x—4y+1=0etDy : =52+ 10y+3=0

3. D ;{ =344t petp, :{ T=OS o

y=2-—1t y=2+43s
4. D, :{ ;zH;’f teRetD, { gz:—f%s seR
5. D, :2—2y+3=0etD, :{ ;z;f;t teR
6. D1 13z —2y+1=0etD, :{ z:;:gz teR

Exercice 19 (Equations de droites dan®2) On considére les droite® : z + 2y = 5etD’ : 3z —y = L eton
note A le point d’intersection des deux droites®tle point de coordonnéds, 2).

1. Donner une équation cartésienne de la drditeB).
2. Donner une équation cartésienne de la droite perpendiculaifeet passant paiB.
3. Donner une équation cartésienne de la droite parallef®’at passant paiB.

4. SoitC le point de coordonnég®, —7). Donner une équation cartésienne de la médiat(ite du segment
[B, C]. La droite(A) est elle parallele & ? et aD’ ?

Exercice 20 (Plans et droites d&®?) On considére le plaf® d'équationz—y—z—2 = 0 et le planP’ d’équation
r—2y—32+1=0.
1. Donner les composantes de deux vecteurs non colinéaires de chacun des plans vectoriels associés aux plans
PetP.

2. Donner les composantes d'un vecteur normal a chacun de ces plans. En déduire que ces deux plans sont
sécants. On not®; l'intersection de ces deux plans.

3. Donner un vecteur directeur de cette drale et vérifier que le pointl = (5, 3, 0) appartient & cette droite.
En déduire une équation paramétrique de cette droite.

4. Ecrire I'équation du plan orthogonal a la droit®; et passant par le poinB = (1,1, 1).
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1.3. Méthode du pivot de Gauss 1. Algébre linéaire d&hstR3
Elimination par Gauss

Exercice 21 (Pivots)

1. SiAestla matrice{é é] , quels sont ses pivots ?

2. Méme question pout = [O 1}

6 6

1 2 3
3. Méme questionpoud = |1 4 5

2 46

Exercice 22 (Un systéme particulier)Soienta, o et § des réels. On considére le systeme suivant :

{ ar +y =«
c+ay=7p
Donner les valeurs de, « et 3 pour lesquelles le systéme admet :

1. une solution unique,

2. une infinité de solutions,

3. pas de solution.

Exercice 23 (Un petit peu de réflexion)Montrer qu’ un systéme linéair2 x 2 (ou 3 x 3) ne peut pas avoir
exactement deux solutions.

1 2
Exercice 24 SoitA = a 3|.Pour quelles valeurs del'élimination de Gauss va-t-elle échouer ?
a a

ISEENSTIRS]

Exercice 25 (MatricesA et U dans I'algorithme d Gauss) On suppose que I'élimination de Gauss sut = b
a produit le systéme triangulaire supérieur (équivaldit) = ¢ sans permutation de ligne.

1. De quelles lignes dd la lignei de U est-elle une combinaison linéaire ?
2. SiAz =0, a-t-onUx =07

3. SiAx = b, a-t-onUx =b?

4. Si A est triangulaire inférieure, comment est la matrice

Pour aller plus loin

Exercice 26 (systéme linéaire et déterminantBSoienta, b, ¢, d o et 5 des réels. On considére le systéme sui-
vant :

axr +by =«

cx+dy=0

1. Ecrire le systeme sous forme matriciele: = b.

2. Montrer que sia = 0 ete = 0, il existe des seconds membtepour lesquels le systéme n'admet pas de
solution.

3. Montrer que la matrice admet deux pivots si et seulemeat si bc # 0. On appelle déterminant de la
matrice A le nombread — be.

4. En déduire que le systéme admet une solution unique pour tout second membre si et seulement si le déter-
minant de la matrice est non nul.
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Chapitre 2

Systemes linéaires et matrices

2.1 Matrices et opérations sur les matrices

Jusqu’é présent, on n'a introduit que des matrices réelles,c.a..d avec des coefficieRtdMiaison peut trés bien
aussi vouloir travailler avec des matrices complexes ; dans tout ce quKsest, un corps qui est soit 'ensemble
des nombres réeR soit 'ensemble des nombres compleggs

2.1.1 Définitions

Définition 2.1 Pour tous entiers strictement positifiset p, on appellematrice de taille n x p a coefficients
dansK un tableau an lignes etp colonnes :

al,l e aLp

an1 Qn,p

Lesa; ; s'appellent lesoefficients de la matrice Le premier indice est celui de la ligne et le second celui de la
colonne.

On note M,, ,,(K) I'ensemble des matrices 7 lignes etp colonnes. Lorsquer = p, on note simplement
M, (K) = M, ,(K) et on parle alors de matriazarrée. Pourn # p, les matrices seront dites “rectangulaires”.
Sin > p, la forme de la matrice sera celle d'un rectangle “debout" (plus haut que large), alorsrguesice
sera un rectangle “couché" (plus large que haut).

Quelques matrices particulieres :

0O --- 0
e lamatrice nulle O,, , = |: | € My ,(K), qui peut etre rectangulaire ou carréesk p.
0O --- 0
e Les matrices suivantes sont toutes des matrices careates éléments dé1,, (K).
1 0 o 0
o o 0o 1 .o
— lamatrice identité 1d,, = ,
0 0 1
a1 0 0
— lesmatrices diagonalesA = 0 a2
0 0 ann



2.1. Matrices et opérations sur les matrices 2. Systemes linéaires et matrices

* ke %k * 0 - 0
. . ) L 0 x .o L * % :

— lesmatrices triangulaires supérieuresU = , etinférieures L = .
0 0 * * * ok

Des matrices “trés rectangulaires" :

o les éléments da1; ,(K) sont appelématrices lignesou vecteurs lignes
o les éléments dé,, ; (K) sont appelématrices colonnesou vecteurs colonnes
On peut extraire des matrices lignes ou colonnes de matrices a plusieurs lignes et colonnes :

Définition 2.2
— On appellei®™* ligne de la matriced = (a; ;) € M, ,(K) la matrice ligne[a;1 --- a;,| notéel;(A).
C'est un élement d&1, ,(K).
ai,j
— On appellej®™ colonne de la matricel = (a; ;) € M, ,(K) la matrice colonne| : | notéec;(A). C'est

Qn,j
un élement deéM,, ; (K).

2.1.2 Opérations sur les matrices

Définition 2.3 — La somme de deux matricesA = (a; ;) € M, ,(K) etB = (b; ;) € M,, ,(K) de méme taille
n x pestlamatriceC’ = A+ B =B+ A= (c;;) € M, ,(K) avece; ; = a; j + b; ;.

— Le produit d'une matrice A = (a;;) € M, ,(K) par un scalaire A € K est la matriceB = A\A = A\ =
(bi,j) € Mnyp(K) averiyj = )\al—,j.

Remarque 2.4 (Attention aux tailles des matrices pour la somme 'Dn ne peut pas définir la somme de deux
matrices de tailles différentes.

Au premier chapitre, on a défini le produit d’'une matri¢epar un vecteure comme la combinaison linéaire
des colonnes del avec comme coefficients les composantescd®ar exemple, soitl une matrice3 x 3 de
coefficientsa; j,i = 1,...,3,7 = 1,...,3; I'indice i représente la ligne, et I'indicereprésente la colonne. On
notec (A), ca(A), c3(A) les colonnes de la matricé. Soitz € R?, et (z1,z2, z3) les composantes de alors

Ax = z10¢1(A) + xaca(A) + z3c3(A). On peut a partir de & définir facilement le produit de deux matrices. Soit
la matriceB = (b; ;)i=1,...,3 € M3(K) dont les colonnes sont

Jj=1,...,
b1 b1,2 b1,3
Cl(B) = b271 R CQ(B) = 62,2 N et03(B) = b2,3
b3 1 b3 2 b33

On peut alors considérer chaque colorn@B) , j = 1,2,3, comme un vecteur et effectuer le produit matrice
vecteurAc;(B) :

ACj(B) = bl,jcl(A) + b27jCQ(A) + b37jC3(A).

Chaque produit donne un vecteur colonne, qu'il est naturel de définir commiértee colonne de la matrice
AB. Chaque colonne de la matriceAB est donc une combinaison linéaire des colonnes de la matrice
Calculons le coefficient, j) c.é.d de la-éme ligne egj-éme colonne de la matricé3, qu'on va noteAB); ;.

Il s'agit donc de lai-éme composante du vecteur colonie (B) = by jc1(A) + b jea(A) + b3 jcs(A) Ona
donc(AB); ; = by jai1 + ba ja; 2 + b ja; 3. Ceci peut encore s'écrire :

3
(AB)ij = ai1bi,; + aizba j +a;3bs ; = E @i kb2 k
k=1

De maniére plus générale, on définit donc le produit de deux matrices quelconques de la maniére suivante :
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2.1. Matrices et opérations sur les matrices 2. Systemes linéaires et matrices
Définition 2.5 Le produit de deux matrices A = (a; ;) € M, ,(K) et B = (b; ;) € M, 4(K) est la matrice
C = (¢,j) € M, 4(K) avec

p
Cijj = iabrg + -+ aiphpy = Y airby
k=1

Remarque 2.6 (Attention aux tailles des matrices pour le produit!)

- SiAd € M, ,(K) et B € M,,(K) on ne peut effectuer le produitB que sip = ¢ et le produitBA que si
{=n.
— En général, méme gi=n ={(=q, AB # BA.

De la méme fagon qu’on a remarqué que les colonnes de la matfceont des combinaisons linéaires des
colonnes de la matricd, on peut aussi remarquer maintenant tpgelignes de la matriceA B sont des combi-
naisons linéaires des lignes de la matricB. C’est cette propriété qu’on utilise dans les procédures d’élimination
du style de la méthode de Gauss, qu’on verra prochainement. Par exemple, pour le produit des deumatrices
A et B vues précédemment, on(4B); ; = a;1b1,; + a;2b2 j + a; 3bs j, €t donc, en notartt (AB) etl;(B) les
lignes respectives déB et B,on a:

l;(AB) = a;101(B) + a; 202(B) + a;,3¢3(B),

ce qui montre bien que la lignede AB est une combinaison linéaire des lignesitle

En résumé, la multiplication dd é droite par une matrice par une matrice opére surcldsnnesde la matrice
A, tandis qu’une multiplication dd é gauchepar une matrice opére sur legnesde A.

Remarque 2.7 (Quelques produits particuliers)

T
o SiA = (a;;) € Mpp(K)etX = | 1 | € M, (K) estun vecteur colonne, le produltX est un vecteur
Tp
Y1
colonneY = | : | € M, ;(K) avec
Yn
p
Yi =Zai,kx;€,i: 1,...,n.
k=1
e SiA = (a;;) € Mpp(K)etX = [zy -+ x,] € My, (K) estun vecteur ligne, le produit A est un
vecteur ligney = [y1 -+ y,] € My ,(K) avec
n
Y; = Z(Ekak,j> .7 = 17' Ry
k=1
Y1
e SiX =[z; -+ ] € My,(K)estunvecteurligneét = | : | € M, (K) estun vecteur colonne
Yn

alors le produitXY € M, ;(K) est un nombre donné par

n
Tiyr+ ot TnYn = Z%yz
i=1

On reconnait le produit scalaire d@svecteur§zy, ..., z,) €t(y1,...,Yn)-
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2.1. Matrices et opérations sur les matrices 2. Systemes linéaires et matrices

e SoitA = (a; ;) € M, p(K), onnoteE; € M, ;(K), F; € M, ,(K) les matrices

0
0 N
Ej=|1| « j*"ligne, F;=[0 --- 0 1 0 --- 0].
0 7
i¢me colonne
_O_

Alors on aAE; = c;(A), c’est-a-dire la;j°™¢ colonne de la matricel et F; A = ¢;(A), c’est-a-dire lai®™¢
ligne de la matriceA.

Proposition 2.8 (Propriétés de I'addition et de la multiplication) On se donne4, B,C' € M,, ,(K), D, E €
M, (K), F e My, (K)eth, ueK.

1. A+(B+C)=(A+B)+C,
A+ B=DB+A,

CA+0=A,A—A=0,

AA+ B) = A+ AB,

- (A)A = A(pA),

Id,A = A, Ald, = A,

. A(AD) = (AA)D = A(AD),

. (A+ B)E = AE+ BE etA(D + E) = AD + AE,
9. A(EF) = (AE)F.

© NN WN

Définition 2.9 (Puissance d'une matrice carrée)Soit A une matrice deM,,(K) etk € N. On définit les puis-
sances de la matricd de la facon suivante :

A° =1d,, A¥ = AA*pour tout entierk > 1.

2.1.3 Matrice inverse et matrice transposée

Définition 2.10 On dit qu'une matriced € M,,(K) est inversible s'il existe une matride € M, (K) telle que
AB = BA =1d,.

Si B existe, elle est unique et mote B = A~! et A~! est appelé l'inverse dd. On noteraG'L,,(K)* 'ensemble
des matrices inversibles de tailtex n.

Démonstration : Il y a un point & montrer : I'unicité de l'inverse. SoieB%, By € M, (K) telles queAB; =

By A = 1d,,. On multiplie a droite I'égalitéB; A = 1d,, par B;. Il vient (B2 A)B; = 1d,,B; = B;. Par associa-

tivité de la multiplication dans le membre de gauche, w84 B;) = B, et doncB; = B;. D’ou l'unicité (on

a en fait montré un peu mieux : s’il existe un inverse a gauche et un inverse a droite, alors ces deux matrices sont
égales). [

Remarque 2.11 (Inverse a gauche et a droitefEn fait on peut montrer que sl est une matrice carrée et s'il
existe une matrice “inverse a gauchd™ ! telle queA='A = Id, alors A~! est aussi une “inverse a droite",c.a..d
AA~! = Id. La démonstration de ce résultat nécessite des outils qu'on ne verra qu’'un peu plus tard. Il est
cependant bien pratique car il permet, lorsqu’on veut calculer I'inverse d’une matrice, de ne calculer que l'inverse
a gauche (par I'algorithme de Gauss-Jordan qu’on verra prochainement) sans vérifier que c’est aussi un inverse
a droite.

1La notationG L veut dire “groupe linéaire", et provient du fait que I'ensemble des matrices inversibles muni de la multiplication des
matrices est un group@on commutatif dont I'élément neutre edtl,, ; voir 'exercice 52ace sujet.
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2.1. Matrices et opérations sur les matrices 2. Systemes linéaires et matrices
Attention. On ne parle de matrices inversibles que pour des matrices carrées!!!

Proposition 2.12 Soient4, B € GL, (K). Alors la matriceAB est inversible et
(AB)"'=B7'A"L.
Démonstration : Par associativité de la multiplication matricielle, on 87'A~'AB = B~'1dB = Id =

ABB~1A-1L. n

Définition 2.13 (Matrice transposée)On appelletransposée d’'une matriceA € M, ,(K), la matrice de
M, ,,(K) que I'on noted" = («; ;)i j=1,....» dont les coefficients sont définis par; = a; ;.
Proposition 2.14 1. Soient4, B € M,, ,(K), alors(A + B)! € M,, ,(K) et(A + B)"! = A" + B".

2. Soientd € M,, ,(K), B € M, ,(K). Alors (AB)" € M, ..(K) et(AB)" = B*A".

3. SiA € M, (K) estinversible, alor§ A=1)! = (A")~L.

Démonstration : Le premier point estimmédiat. Pour le deuxiéme point, on a
p p
[(AB)ij = (AB)ji = D ajrbri = D (A)k;(B)ix = (B'A%)i ;.
k=1 k=1
Enfin, si A est inversible alorsiA~! = Id. Donc (AA~!)! = (Id)! = 1d. Par le point précédentAA~1)! =
(A~1)tAt. Donc A estinversible etA") 1 = (A~1)t. L]
Définition 2.15 (Matrices symétrique et antisymétrique) Soit A € M,, ,(K), on dit queA estsymétriquesi
At = A etantisymétriquesi A* = —A.

Définition 2.16 (Matrice de permutation) SoitP € M,,(R). On dit queP est une matrice de permutationi

a exactement un coefficient égal a 1 dans chaque ligne et chaque colonne, et que tous ses autres coefficients sont
nuls. Une matrice de permutation a donc les mémes lignes que la matrice identité mais dans un ordre qui peut
étre différent.

Quelques proprétés des matrices de permutation :
1. le produit de matrices de permutation est une matrice de permutation
2. toute matrice de permutatiaf est inversible eP~! = P*

2.1.4 Exercices

Opérations sur les matrices

Exercice 27 (Peut-on le faire ? si oui, on le fait!)

SoientA une matrice3 x 7, B une matrice7 x 3, C' une matrice7 x 1, et D une matrice3 x 1, dont tous

les coefficients sont égauxal (On les appelle matrices d’Attila. .., voir aussi exercice 46). Parmi les opérations
suivantes, dire lesquelles sont autorisées, et dans ce cas, calculer la matrice résultante.

AB BA ABD DBA A(B+0C)

Exercice 28 (Produits de matrices particuliéres)

CalculerPA et EA avec
0 1 a b 1 0
S e P E S P

Quelles sont les actions de et E' sur les lignes ded lorsqu’on effectue ces produits ?

Calculer maintenand P et AE. Quelles sont les actions de et F sur les colonnes dd lorsqu’on effectue ces
produits ?
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Exercice 29 (Matrice d’élimination) Soit A une matrice carrée d'ordre 3. Ecrire la matriég ; (—3) qui, lors-
qu’on effectue le produil; ; (—3)A, soustrait 3 fois la ligne 1 de la ligne 2 ? Ecrire ensuite la matriég, qui
permute les lignes 2 et 3.

Effectuer ensuite les produitsI’ ; (—3) et AP; 5 et décrire la matrice résultante.
On considére le systemer = b avec

1 11 2
A=13 3 1 b= |8
0 2 1 1

Ecrire le systémdy 1 (—3)Ax = T51(—3)b puis le systemés 215 1 (—3)Ax = P3,T51(—3)b. Calculer le
produitC = P; 215 1(—3) puis écrire le system€ Az = Cb.

Exercice 30 (Une autre facon de calculer le produit de matrices)
Un exempleSoientC;, Cy € M3 1(R) des matrices colonnes Bt etL, € M; »(R) des matrices lignes définies
par

1 3
Ci=10|,Co= 4], Li=[2 1], Ly=[3 2
2 )

CalCUlerClLl, CQLQ, ClLl + CQLQ.

SoitA = [C; Cs] € M3z etB = El] € Mo,». Calculer AB.
2

Comparer.

Le cas généralSoientA € M,, ,(R) et B € M, ,(R). Montrer queAB = > ¥ _, cx(A)lx(B), 0écy(A) €
M., 1(R) est lak-iéme colonne dél et/ (B) € M ,(R) la k-iéme ligne deB.

Exercice 31 (Matrices qui commutent) Soienta et b deux nombres réels non nuls. Trouver les matrices qui
commutent avec la matrice
a b
A= [ o b } |

Exercice 32 (Produits de grosses matrices Calculer les produits de matrices suivants :

1 0 -3 8 3 2 -1 4
0 0 1 3 2 4 0 0
2 =5 -1 3 0 -1 2 3
0 0 10 1 1 11
-3 1 -3 1
11 -3 7 12 0 12 0 11 -3 7
-2 0 4 -3 2 0 2 0 -2 0 4 -3
-1 3 -1 3

Exercice 33 (Produit de matrices)Calculer la matrice(A — 1d)(A — 21d)(A — 31d) avec

1
A=| -3
-1

NN O
w o o

Exercice 34 (Produit de matrices triangulaires)

1 21 2 1 -1
Un exemple :SoitA= |0 1 2| etB= |0 3 2 |.CalculerAB etBA.
0 0 1 0 0 2

Cas général : SoientA et B des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures), montrer que leur produit
est une matrice triangulaire supérieure (inférieures).
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2.1. Matrices et opérations sur les matrices 2. Systemes linéaires et matrices
Exercice 35 (Un modéle de prédation a deux niveauxPans la chaéne alimentaire, sur une période, le lion
consomme gazellesj gnous et antilopes. Le guépard, plus agile, consomigazelles et antilope. Pour ne

pas se laisser abattre, les gazelles, gnous et antilopes consomment quelques végétaux : arbres, pelouses, herbes
hautes et racines. Une gazelle consonieg de feuilles d’arbres300g de pelousel50g d’herbes hautes et

50g de racines. Un gnou consomrb@0g de feuilles d’arbres]100g de pelouse750¢g d’herbes hautes et pas de
racines. Une antilope consomr@@0g de feuilles d’arbres400g de pelouse250g d’herbes hautes et50g de

racines. Malheureusement la pollution a affecté les arbres et la pelouse. La concentration de pesticide est de
c1 = 30 par gramme de feuille d’arbre et dg = 50 par gramme de pelouse. Bien heureusement les racines et les
herbes hautes sont préservées. Calculer la masse totale de pesticide ingérée par le lion et le guépard en effectuant
le produit de trois matrices que I'on explicitera.

Exercice 36 (Puissance de matriceDn considére la matrice

0 ~ -8
M= —v 0 «
8 —a 0

ol a, 3 ety sont des nombres réels. Etablir une relation simple effret /3.

Exercice 37 (Identités remarquables ?)Quelles sont parmi les matrices suivantes celles qui sont édalesa
B)?, pour toutes les matriced et B carrées d’ordren ?

A* - B* (B—A)? A?-2AB+B?* (A-B)A—(A-B)B A?>- AB- BA+ B~

Exercice 38 (Matrices nilpotentes)On dit qu'une matriced € M,, (K) est nilpotentd¢d’ordre ¢ si A9~ # 0 et
A? = 0. Donner un exemple de matrices carr@es 2 et3 x 3 nilpotentes d’ordre 2. Donner ensuite un exemple
de matrice carrée nilpotente d’ordre 3.

Exercice 39 Déterminer deux matriced et B de M>(R) tels que :AB = 0 et BA # 0.

Exercice 40 (Matrice d’adjacence d’'un graphe)Un graphe est un ensemble de points, dont certaines paires
sont directement reliées par un “lien". Ces liens peuvent étre orientés, c’est-é-dire qu’un lien entre deux points
etv relie soitu verswv, soitv versu : dans ce cas, le graphe est dit orienté. Sinon, les liens sont symétriques, et le
graphe est non-orienté. Les points sont généralement appelés sommets, et les liens “arétes". On peut représenter
le graphe par une matrice, qu’'on appelle matrice d’adjacence : le coefficient déree ligne etj-éme colonne
est1 s'il existe une aréte entre les sommetst j, et 0 sinon. Remarquer que si le graphe est non orienté, sa
matrice d'adjacence est symétrique.

1 1 0
On considére un graphe a trois sommets, dont la matrice d'adjacenckes{1 0 0f.

1 0 1
Dessiner le graphe. Calculet?. Expliquer pourquoi le coefficientj de de4? donne le nombre de cheminsadeux
arétes entre et j. Que donnent les coefficients dé ?

Matrices inverses

Exercice 41 (Inverse d’une matrice d’élimination) SoitE la matrice3 x 3 qui lorsqu’on effectue le produif A
soustrait la premiére ligneala deuxiéme,féla matrice qui échange les lignes 2 et 3 . Quelle est I'opération qui
va ramener la matriceason état initial ? Ecrifé et £—1. Vérifier queEE~! = E~'E = Ids.

Exercice 42 (systéme linéaire et matrice inversepoit A une matrice3 x 3. Supposons qu’on sache trouver
y etz tels que

1 0 0
Az = |0 Ay=|1 Az = |0
0 0 1

SoitX =[x y z].CalculerAX.

3nilpotente : du latimihil : rien etpoterepouvoir
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2.1. Matrices et opérations sur les matrices 2. Systemes linéaires et matrices
Exercice 43 (CNS d'inversibilité d’'une matrice2 x 2) Soit

A=l

aveca, b, ¢, d € K. On suppose que cette matrice est inversible. Calculer la matticeen fonction dex, b, c, et
d par identification. Exprimer la condition sur, b, ¢, etd pour que la matrice soit inversible.

Exercice 44 (Calcul de I'inverse d’une matrice par une puissancepoit
-3 -2
=[]
Calculer A% et montrer qued? = 2Id, — A, en déduire quel est inversible et calculed .

Exercice 45 (Calcul de I'inverse d’une matrice par produit de matrice et produit scalaire) SoitA une matrice
carrée d'ordren. On appelle trace del, qu'on noteTr(A), la somme de ses éléments diagonaux. St ma-
trice carrée d’'ordre 3 suivante :

1 2 3
A=14 3 1
2 11

CalculerBy = A — Tr(A)lds.
CalculerB; = ByA
Calculer B, = B, — {Bu1q,
CalculerB; = B> A

5. En déduireA~!

Cet algorithmé de calcul de l'inverse dé a Jean-Marie Sourfane nécessite donc qu’un seul produit matrice
vecteur et deux calculs de trace. Il peut se généraliser a une matricen et on peut démontrer qu'il donne
effectivement I'inverse d’une matrice si celle-ci est inver§ible

P wbdpE

Exercice 46 (Puissance et inverse$oitA une matrice carrée d'ordre ; on suppose qud? est une combinaison
linéaire deA etld,, : A?> = oA + B1d,,.

1. Montrer queA? est également une combinaison linéaire4let1d,, pour toutp € N*.
2. Montrer que si3 est non nul, alorsA est inversible et quel—! est encore combinaison linéaire deet1d,,.

3. Application 1 : soitA = J,, — Id,,, ou J,, est la matrice Attila (envahie par les uns...), avez 1. Montrer
queA? = (n —2) A+ (n — 1) 1d, ; en déduire quel est inversible, et déterminer son inverse.

Application 2 : montrer que si = 2, A2 est toujours une combinaison linéaire deetld,, et retrouver la formule
donnantA~! en utilisant 2.
Transposition, permutation

Exercice 47 Verifier par le calcul sur les matrices suivantes queB)! = B A® mais# A' B'.

RIS

Exercice 48 (Transposition et produit scalaire) SoientX € R™ etY € R™. On peut donc aussi voik etY
comme des vecteurs colonnek € M,, 1 (R) etY € M,, 1 (R). Montrer queX - Y = X' Y.
Calculer ensuiteX Y.

40n appelle algorithme de calcul une méthode constructive de calcul d’un objet mathématique, utilisant un nombre fini d’instructions.

5Jean-Marie Souriau est un mathématicien marseillais, né en 1922. Il est principalement connu pour ses travaux sur la géométrie symplec-
tique dont il a été I'un des pionniers. Il a été professeur a I'université d’Aix Marseille 1 depuis 1958 jusqu’a sa retraite.

S\oir Calcul linéaire de J.-M. Souriau, Tome 1, deuxiéme édition, “Euclide”, Introduction aux études scientifiques, Presses Universitaires
de France, Paris, 1964, tittp://www.cmi.univ-mrs.fr/~herbin/L1/algo-souriau.pdf pour un texte introductif.
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Exercice 49 (Opérations sur les matrices symétriquespoientA et B deux matrices carrées symétriques. Les
matricesA?, AB, A — B2, (A+ B)(A — B), BAB et BABA sont elles symétriques ? (si oui, justifier, sinon,
contreexemple).

Exercice 50 (Transposition et symétrie)Soit A une matricen x p.

1. Quelles sont les tailles respectivesAld! et A A ?

2. Montrer gque les coefficients diagonauxdld’ et A* A sont forcément positifs ou nuls.
3. SoitB une matricep x p symétrique. Montrer que la matricéB A est symétrique.

Exercice 51 (Matrices rigolotes)
Ecrire la matriceA € M5(R) dont les coefficients sont définis par; = i + j et la matriceB € M5(R) dont
les coefficients sont définis par; = ¢ — j. Calculer AB et BA, en utilisant les deux techniques pour le produit

(combinaison linéaire des colonnes, produit scalaire des lignes).
Ecrire les matrices4 et B sous la forme” + C* etC — C* ou C est une matrice bien choisie.

Montrer que pour n’importe quelle matrice € M, (R), siA=C + C'etB = C — C'" alors BA = —(AB)".
Dans quel cas a -t-ollB = BA? (rép. : siC et C'* commutenk

Exercice 52 (Groupe linéaire et sous groupesMontrer que I'ensemble des matrices inversitles,, (R) muni

de la multiplication des matrices est un groupe. Quel est son élément neutre ? Ce groupe est-il commutatif ?
Parmi les sous ensembles suivantside (R), dire quels sont ceux qui sont des sous-grolpess L, (R) :

— les matrices triangulaires supérieures,

— les matrices triangulaires inférieures dont tous les coefficient sont égauxal,

— les matrices diagonales dont tous les coefficients sont non nuls,

— les matrices symétriques inversibles,

— les matrices inversible® telles queQ—! = Q*.

Pour les ensembles qui sont des sous-groupes, dire ceux qui sont commutatifs.

Trouver d’autres ensembles de matrice qui sont des sous-groufieés,deR).

2.2 Elimination par les matrices

2.2.1 Echelonnement d’'une matricey x 3 et décompositionLU

Commencgons par un exemple.
On consideére le systemé&r = b, avec

1 0 1 2
A=]10 2 -1 b=|1
-1 1 =2 -2
On écrit lamatrice augmentée constituée de la matricé et du second membie
i 1 0 1 2
A=[A b=]0 2 -1 1
-1 1 -2 =2

Gauss et opérations matricielles Allons y pour Gauss :

La premiére ligne a un 1 en premiére position (en gras dans la matrice), on dit que gx@sttu®n va pouvoir

diviser toute la premiére ligne par ce nombre pour en soustraire un multipleatoutes les lignes d’aprés, dans le but
de faire apparaitre des 0 dans tout le bas de la colonne.

La deuxiéme équation a déja un 0 dessous, donc on n’ a rien besoin de faire. On veut ensuite annuler le premier
coefficient de la troisiéme ligne. On retranche donc (-1) fois la premiére ligne a la trofsiéme

1 0 1 2 10 1 2
0 2 —1 1|52 00 2 -1 1
11 -2 -2 01 -1 0

“Un sous-groupe dé€'L,, (R) est un sous-ensemble non vide@&,, (R) qui est stable par multiplication et inverse.
8Bien s(r, ceci revient & ajouter la premiére ligne ! il est cependant préférable de parler systématiquement de retrancher car c'est ce qu’on
fait conceptuellement : pour I'élimination on enléve un multiple de la ligne du pivotala ligne courante.

Université Aix-Marseille JPEIP-L1, 27 avril 2010 31 Algébre linéaire, Maths générales |1
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1
Ceci revient a multipliedd & gauche par la matricg; (1) = |0
1 0 1
La deuxiéme ligne a un terme non nul en deuxiéme position (2) : c’est un pivot. On va maintenant annuler le
deuxiéme terme de la troisieme ligne ; pour cela, on retranche 1/2 fois la ligne 2ala ligne 3 :

11 1 2 PR 1 0 1 2
002 —1 1|°7%32 00 2 1 1
1 1
01 -1 0 oo -% -1
1 0 0
Ceci revient & multiplier la matrice précédente a gauche par la mafsige-2) = |0 1 0| .On aici
0 —3 1

obtenu une matrice sous forme triangulaire supérieure a trois pivots : on peut donc faire la remontée pour obtenir
la solution du systéme, et on obtient (en notanes composantes de) : x3 = 1 puisz, = 1 et enfinz; = 1.
On a ainsi résolu le systéeme linéaire.
Le fait de travailler sur la matrice augmentée est extrémement pratique car il permet de travailler simulta-
nément sur les coefficients du systeéme linéaire et sur le second membre.
Finalement, au moyen des opérations décrites ci-dessus, on a transformé le systéme linéaire
Az =b enUx = T32(

)Tgl(l)lL 0é U = T32( )T31(1)A

1 1
2 2
est une matrice triangulaire supérieure.

Factorisation LU Tout va donc trés bien pour ce systéme, mais supposons maintenant qu’on aitarésoudre 3089
systémes avec la méme matridenais 3089 seconds membiedifférents. Il serait un peu dommage de recom-
mencer les opérations ci-dessus 3089 fois, alors qu’on peut en éviter une bonne partie. Comment faire ? L"idée est
de “factoriser" la matriced,c.a..d de I'écrire comme un prodult = LU, 0é L est triangulaire inférieure (lower
triangular) et triangulaire supérieure (upper triangular). On reformule alors le systeme: b sous la forme

LUx = b et on résout maintenant deux systémes facilesarésoudre car triangulajresb etUx = y.

La factorisationLU de la matrice découle immédiatement de I'algorithme de Gauss. Voyons comment sur I'exemple
précédent.

1/ On remarque quE = Tso(—1)T5:1 (1) A peut aussi s'écrirel = LU , avecL = (Ts2(—35)T51(1)) 1.
2/ On sait qUQT32(—%)T31(1))71 = (Tgl(l))il(ng(—%)il.

3/ Les matrices inversé;; (1)~! etTs5(—1)~! sont facilesadéterminer : comrifig,(—1)~! consistearetrancher

1/2 fois la ligne 2ala ligne 3, I'opération inverse est d’ajouter 1/2 fois la ligne 2ala ligne 3, et donc

1 1 0 0

Tia(—5) " = Ta(5) = [0 1 0

0 41
1 0 0 1 0 0
De méméTgl(l)_l = T31(—1) =10 1 0] etdoncL = T31(1)_1T32(—%)_1 =10 1 0
-1 0 1 -1 11

La matriceL est une matrice triangulaire inférieure (et c’est d'ailleurs pour cela qu'on I'appefieur “lower" in
English...) dont les coefficients sont particuliérement simplesatrouver : les termes diagonaux sont tous égauxaun,
et chaque terme non nul sous-diagoha) est egal au coefficient par lequel on a multiplié la ligne pivavant

de la retrancherala ligng

4/ On a bien doncd = LU aveclL triangulaire inférieure (lower triangular) &t triangulaire supérieure (upper
triangular).

La procédure qu’on vient d’expliquer s’appeliméthode LU pour la résolution des systemes linéaires, et elle
est d'une importance considérable dans les sciences de l'ingénieur, puisqu’elle est utilisée dans les programmes
informatiques pour la résolution des systemes linéaires.

9Ceci est courant dans les applications. Par exemple on peut vouloir calculer la réponse d’'une structure de génie civila3089 chargements
différents.

Université Aix-Marseille JPEIP-L1, 27 avril 2010 32 Algébre linéaire, Maths générales |1



2.2. Elimination par les matrices 2. Systemes linéaires et matrices
Dans I'exemple que nous avons étudié, tout se passait trés bien car on n’a pas eu de zéro en position pivotale.
Si on a un zéro en position pivotale, la factorisation peut quand méme se faire, mais au prix d’une permutation.
Le résultat général que I'on peut démontrer est que si la matriest inversible, alors il existe une matrice de
permutation”, une matrice triangulaire inférieufeet une matrice triangulaire supériedfdelles queP A = LU

Théoréeme 2.17 (Factorisation LU) Soit A une matrice inversible, alors il existe une matrieede permutation,
une matricel triangulaire inférieure e/ une matrice triangulaire supérieure telle qid = LU.

Le petit miracle de la décompositidil/ est que la permutatioR n'a pas besoin d’étre connue avant de mettre
en oeuvre la factorisation ; elle est calculée au cours de 'algorithme, voir les algorithmes en annexe a la fin du
polycopié.

Factorisation LDU On peut aussi procéderaune factorisation fif&l/ en remarquant que si on divise chaque
ligne de la matricé/ obtenue par la décompositidii/ par son coefficient diagonal (qui est non nul puisque la
matrice est inversible) alors on obtient une matrice triangulaire supéiieavec que des uns sur la diagonale, et
on peut écrird/ = DU, 0é D est la matrice diagonale contenant les pivots.

Lorsqu’on parle de factorisatiohDU on sous entend donc toujours que la mattica des uns sur la diagonale.
Sur I'exemple précédent, cette nouvelle décomposition s’écrit

1 0 1 1 0 0]t o o]ft o 1
A=|0 2 -1 |=LDU={0 1 0[|0 2 0[]0 1 —3
-1 1 -2 -1 4 1]0 0 =3] [0 0 1

2.2.2 Matrices élémentaires deV1,,(K)

Définition 2.18 — Soiti € {1,...,n}, on définit poura € K, a # 0 la matrice D;(a) € M, (K) qui est
diagonale et dont tous les coefficients diagonaux sont égaduexaepté leé“¢ qui est égal & :

0
1
Di(a) = |: . o] — 4 ligne
1
: . 0
0 -+ o oo o0 1]
— Soient;, j deux entiers distincts dgl, ..., n} (¢ # j), on définit la matricel; ; comme la matrice dont tous

les coefficients sont nuls sauf le coefficientqui est egal al.
— Soientz, j deux entiers distincts del, ..., n} (i # j), pour toutA € K la matriceT; ;(\) = Id,, + A\E; ; :

1 0 -« cer e e 0
0
T,;(0)=10 X 0 1 0 0] —i®™ ligne
SR
0 0 1]

jeme colonne

Proposition 2.19 On a
1. (Di(a))" = Di(a), (T; ;(N)" = T;.i(N).
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2. Sia 75 0, (Di((l))_l =D, (l), (Ti’j()\))_l = Ti’j(—/\).

a

Démonstration : Le premier point est immédiat. Montrons le deuxiéme point. Pour les dilatations, on remarque
gue le produit de deux matrices diagonaleset D, est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux
sont les produits des coefficients diagonauxdeet D,. Effectuons le produit des matric&s;(A\)T; ;(—A). On
a

T, j(NT; (=) = (Idy, + AE; )(Idy, — AE; ;) = 1d, — N°E; ;E; j = 1d,,

carlorsque # j, E; ;E; ; = 0.

Lemme 2.20Si E € M, (K) est le produit de matrices élémentaires, aléfsest inversible et son inverse est
encore un produit de matrices élémentaires.

Démonstration : On montre le résultat par récurrence sur le nombre de facteurs du produit, en utilisant la Propo-
sition 2.12 et le fait que chaque matrice élémentaire est inversible et son inverse est une matrice élémentaire.
|

Théoréme 2.21 (Opérations élémentaires sur les lignes d’une matric§oit A € M,, ,(K).
1. La matriceD;(a)A est la matrice obtenue a partir dé en multipliant lai®™* ligne deA par a.

2. La matriceT; ;(\)A est la matrice obtenue a partir dé en ajoutant a lai*™¢ ligne de A, X fois la j*™¢
ligne.

Démonstration : On rappelle que la multiplication des matrices peut s'effectuer par lignes. Si ofigteteles
lignes d’'une matriced, chaque ligne du produit de matricdsA s'écritl; (M A) = >, M; 1¢,(A), oun estle
nombre de colonnes d¥ (et de lignes del). Avec M = D, (a) qui est diagonale, on a donc :

6(Diy(@)4) = Z(Dm(a))i,kek(A)Dio<a>>i,iei<A>{“€"°(A) o=t

— IAVY sinon.

En prenant maintenait/ = T;, ;, (), on obtient :

n

Ui(Tig 50 (N) = (Tig,jo (N)i,klk(A) = {

k=1

Mo (A) + 4iy (A) - sii = o,
4;(A) sinon.

2.2.3 Matrices échelonnées et pivot de Gauss
Définition 2.22 (Matrice échelonnée)Soit A une matrice deM,, ,,(K). On dit que la matriced estéchelonnée
si elle vérifie les deux conditions suivantes :

1. Siune ligne est nulle, toutes les suivantes le sont.

2. Si la lignei a son premier coefficient non nul sur la colonfealors le premier coefficient non nul de la
lignei + 1 se trouve sur une colonrie> j.

Autrement dit, une matrice x p est sous forme échelonnée si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. s'il existe des lignes de zéros, alors elles sont toutes en bas de la matrice ;

2. si deux lignes successives sont non nulles, alors la seconde a plus de zéros a gauche que la premiére.
Voici a quoi ressemblent des matrices échelonnées :

0... coefficients

coefficients
quelconques;

0 0 0 0

0

0... 0 quelconques

0

(=)
(=)
(=)
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2.2. Elimination par les matrices 2. Systemes linéaires et matrices
ou encore :

coefficients
quelconques;

coefficients

0O ---0 : . quelconques

Exemple 2.23 (Matrices échelonnées)Dans toutes les matrices ci desseugésigne n'importe quel réel.

— DansM;(K)
2 % 1 * 0 3 0 0
0 1/”(0 0|’|0 0]’|0 Of"
— DansM;3(K)
1 * % 5 x * 0 3 « 0 2 * 0 0 1 0 0 O
01 x[,]0 0 4|,]0 0 2|,10 0 o],|0 0 of,|0 0 0O
0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
— DansM(K)
1 * x =% 0 8 % «x 0 2 % % 0 0 2 % 0 0 0 5 00 00
0 3 % =% 0 0 1 = 0 0 0 4 0 00O 0 0 0O 0 00O
0 0 4 /(0 0 0 1”0 O O O/”|0O O O O)”|0 O O Ol”|0 O O O
0 0 0 5 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 0 00 0O 00 00
— Une matricen x n triangulaire supérieure (c.a.d. dont tous les coefficients ¢ > j sont nuls) est échelonnée.
1 00
— Enrevanche, lamatrice 0 1 2 | n'estpas échelonnée.
0 1 2

Dans le cas des matrices carrées, une matrice échelonnée est triangulaire supérieure :
Proposition 2.24 Une matriceA € M,,(K) échelonnée est triangulaire supérieure.

Démonstration : Soit doncA = (a;;) € M,(K) une matrice échelonnée. On montre par récurrence sur
2<i<nquea;; =0sij <i.

Pouri = 2, si la ligne2 est nulle, la propriété est trivialement vraie. Si la lighg’est pas nulle, le point 2. de

la définition des matrices échelonnées montre que sur la fidag@remier coefficient non nul se trouve sur une
colonnek > 1, autrement ditio; = 0. La propriété est donc vraie poile 2.

Supposons la propriété vraie pdux i < n — 1 et montrons-la pour+ 1. Si la ligne: + 1 est nulle, la propriété

est trivialement vraie. Si la ligne+ 1 n'est pas nulle, la lignén’est pas nulle (par le point 1. de la définition des
matrices échelonnées). Alors, commeg = 0 sij < ¢ par hypothése de récurrence, le premier terme non nul de
la lignei se trouve sur une colonng > i. D'apreés le point 2., le premier terme non nul de la ligrel se trouve
donc sur une colonng> jo + 1 > i + 1. Ainsi, a;11; = 0 pour toutj < ¢ + 1.

La propriété est donc vraie pour taitla matriceA est donc triangulaire supérieure. L]

2.2.4 Existence de la forme échelonnée, algorithme d’échelonnement

Théoréme 2.25 (Echelonnement d’une matriceoitA € M,, ,(K). Il existe une matric& € M,, (K) produit
de matrices élémentaires telle que la matricd est échelonnée.

Pour démontrer le théoréme, on décrit un algorithme qui donne explicitement la nfatdeant de traiter le cas
général, on va décrire I'algorithme sur un exemple.
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2.2. Elimination par les matrices 2. Systemes linéaires et matrices
On veut échelonner la matrice

1 2 -2 4 11
01 3 -4 21
A= 10 -8 0 01
11 -5 0 01

L'idée est de procéder colonne par colonne. A I'étage I'algorithme, la matrice formée dépremiéres colonnes
est échelonnée. Lorsqu’on arrive a I'étdpe= le nombre de colonnes dé&), la matrice obtenue est échelonnée.
On commence par I'étape Il s’agit d’échelonner le premier vecteur colonne :

Cy =

=

Comme il est non nul, cela signifie qu'on veut, par des manipulations de lignes (c’est-a-dire en multipdiant
gauche par des matrices élémentaires), se ramener au vecteur :

OO =

0

(Si le premier vecteur colonne était nul, en particulier il serait échelonné, on ne le modifierait pas et on passerait
au vecteur colonne suivant). La premiere ligngeest unl donc on ne la change pas. Ensuite, en se servant de
ce 1, on fait apparaitre de sur les lignes suivantes dg . On commence par retrancher a la troisieme ligne

fois la premiere. Pour cela, on multiplie la matridegparT3;(—1) avec
1 0 0 0
0 1 0 0
T5(-1) = -1 0 1 0
0 0 0 1

On obtient la matriced; = T5:(—1)A, c’est-a-dire :

2 -2 4 1
1 3 -4 2
-2 -6 -4 -1
1 -5 0 0

A =

— O O
_ O = =

(pour obtenird; a partir deA, on a effectivement ajouté a la troisieme ligné fois la premiére). On a obtenu ce
qu’on voulait : un0 sur la troisieme ligne du premier vecteur colonne. Pour obtenir un zéro sur la quatrieme ligne
du premier vecteur colonne, on ajoute a la quatrieme ligh#ois la premiére, c’est-a-dire on multiplie la matrice

Ay parTy(—1):

1 000
0 1 0 0
Tn(=D=1 9 ¢ 1 0
10 0 1

On obtient la matricely = Ty1(—1)A; = Ty1(—1)T31(—1)A:

1 2 -2 4 1
0 1 3 -4 2
0 -2 -6 -4 -1
0 -1 -3 -4 -1

Ay =

OO ==

La premiére colonne dd; est de la forme

oo o
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2.2. Elimination par les matrices 2. Systemes linéaires et matrices

et donc on en afini avec la premiére colonne, car celle-ci est échelonnée. De plus, on note gligtiesnulles.

La deuxiéme étape consiste a échelonner la matrice formée des deux premiéres colohndéxde cela, on va
échelonner le deuxieme vecteur colonneddea partir de la deuxiéme lignoter que la deuxiéme ligne est la
premiére ligne nulle de la premiére colonne). On verra que ¢a ne modifie pas la premiére colonne. La deuxieme
colonne ded, est

2
1
-2
-1
Echelonner ce vecteur colonne a partir de la deuxiéme ligne veut dire qu’ on se raméne par des combinaisons
linéaires de lignes & une deuxiéme colonne du type

O = ¥

0

ol x représente un nombre quelconque. Cette opération revient a multlple&egauche par des matrices élémen-
taires).

Il'y a déja unl sur la deuxieme ligne. Pour faire apparaitredisur la troisieme ligne, on retranche a la troisieme
ligne —2 fois la seconde (on se sert ainsi Hgui est sur la deuxieme ligne). On obtient

1 2 -2 4 1 1
0 1 3 -4 2 1
0 0 0o -12 3 2
0o -1 -3 -4 -1 0

Az = T32(2) Az = T52(2)Tua (1) T31 (1) A =

Noter qu’on n’a pas modifié la premiére colonne. Ceci est di au fait qu’il y @ sur la deuxieme ligne de la
premiéere colonne.

On poursuit le travail sur la deuxiéme colonne, en gagnaitt sur la quatriéme ligne. Pour cela, on retranche a
la quatrieme ligne-1 fois la deuxieme, autrement dit, on multiplig, par7y2(1) pour obtenir

1 2 -2 4 11
01 3 -4 21
A4 = T42(1)T32(2)T41(—1)T31(—1)A = 0 0 0 12 3 2
00 0 =8 11

La deuxieme colonne a bien la forme qu’on attendait. La premiére colonne n’a pas été modifiée. La matrice formée
des deux premiéres colonnes dgest échelonnée, et on note qu’elle a deux lignes nulles.

Passons a la troisiéeme étape : on travaille sur la troisieme colonne. Il s’agit de I'échelqrarér de |a troisiéme

ligne (qui est la premiére ligne nulle de la matrice formée des deux premiéres colonAgs da matrice formée

des trois premiéres colonnes dg sera ainsi échelonnée. Comme le vecteur colonne constitug diemieres

lignes de la troisiéme colonne est nul, on n'a rien a faire sur la troisieme colonne : elle est déja échelonnée a partir
de la troisieme ligne. On remarque que la matrice formée des trois premiéres colonthes eiecore deux lignes

nulles.

On passe a la quatrieme colonne, qu’on veut échelcpartir de la troisiéme lignear c'est la premiére ligne

nulle de la matrice formée des trois premiéres colonnes,déinsi, on veut ramener le quatriéme vecteur colonne

a un vecteur colonne de la forme :

Q ¥ ¥

0

aveca non nul. On voit que pour cela, il suffit de retrancher a la quatrieme Bgfdois la troisieme, autrement
dit de multiplier A4 parTy3(—2/3). On obtient

1 2 -2 4 1 1

01 3 —4 2 1
As = Ty3(2)Tuo(1)T52(2)Tur (—1)T3:1(—1)A = 00 0 -12 3 9

00 0 0 -1 -1/3
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2.2. Elimination par les matrices 2. Systemes linéaires et matrices
Ceci acheve le travail sur la quatrieme colonne : la matrice forméa gemmiéres colonnes est échelonnée. De
plus, elle al ligne nulle. Pour la cinquiéme étape : le cinquiéme vecteur colonne est échelonné a partir de la
quatrieme ligne. Donc on n'y touche pas. La matrice forméesdaemieres colonnes est échelonnée et n'a pas
de ligne nulle. L'algorithme s’arréte donc ici : la matridg elle-méme est échelonnée.

De plus, on ad5 = FA avec

E :=Ty3(—2/3)Tyo(1)T52(2)Ts1 (—1)T51(—1).

Pour calculer simplemerdt, on part de la matric&s; (—1),

1 000
0 1 0 0
Tn(-D=1 3 ¢ 1 ¢
0 0 0 1

On sait quely; (—1)751(—1) est obtenue a partir d&; (—1) en retranchant & la quatrieme lighéis la premiére
(parce que c'est I'effet de la multiplication & gauche par(—1)). On obtient donc :

1 0 0 0
0 1 0 O
T41(71)T31(71) - -1 0 1 0
-1 0 0 1

De mémeTs2(2)T41(—1)T51(—1) est obtenue a partir dBy; (—1)751(—1) en retranchant a la troisiéme ligre
fois la deuxieme (parce que c’est I'effet de la multiplication a gauch&'pde)). On obtient donc :

1 0 0 0
0 1 0 O
T52(2)T41(—1)T51(—1) = 121 0
-1 0 0 1
Et ainsi de suite. On trouve finalement
1 0 0 0
0 1 0 0
E= -1 2 1 0
-1/3 -1/3 =2/3 1

Pour obtenirE en méme temps qu’une matrice échelonnée a partit,den peut aussi échelonner directement

la matriceaugmentée[A Id4] jusqu’a la derniére colonne dé. Mais ceci n’est jamais effectué en pratique.
D’abord la matriceEl n’est pas trés intéressante en soi; c’est la maffiee E~! qui est utile en pratique : dans

le cas ou on n'a pas besoin de permutation de lignes, on obtient la factorighatien.U de la matrice avec

une matricelL, = E~! triangulaire inférieure et une matri¢é triangulaire supérieure. Dans le cas de I'exemple
ci-dessus, la matricé& s'écrit : L = E~1 (Ts2(2) T (—1)Ts1(—1)) " = Ty (1)Tu1 (1)T52(2). Les coefficients

de la matricel, s’obtiennent donc trés facilement a partir des coefficients utilisés lors de I'échelonnement pour la
construction de la matricg.

On va maintenant démontrer le Théoréme 2.25 en décrivant I'algorithme d’échelonnement dans le cas général. On
commence par considérer le cas d’'une matrice colonne (c’est-p-¢ire).

Algorithme d’échelonnement d’un vecteur colonne

Lemme 2.26 Soit A = (a;)i=1,...n € My 1(K) un vecteur non nul. Alors il existe une matritee M,,(K)

a
0

.....

produit de matrices élémentaireset K, a # 0, tels queE A =

Démonstration :
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2.2. Elimination par les matrices 2. Systemes linéaires et matrices

» Sia; # 0 alors on utilisen; pour éliminer les coefficients qui sont en-dessous, a I'aide des matrices élémen-
taires. On commence par retrancher a la deuxiéme ligp\e, fois la premiére :

a
0

T271 (—ag/al)A: as

G,
On procéde de méme avec les lignes suivantes :

ay
0
Toi(—an/ar)---Toq (—az/a1) A=

0

» Sia; =0, il existei > 2 tel quea; # 0 car on a supposé # 0. Auquel cas, si on ajoute a la premiére ligne
fois lai*** ligne, on obtient
a;
a2

T, (1)A=
an

On est alors ramené au cas précédent.

Tni(—anja;)---Toi(—az/a;)Th; (1) A=

Dans le cas ow; est nul, on aurait aussi pu intervertir les lignest: au lieu d’ajouter a la premiere ligne la
izeme_

Pour passer au cas général, on a besoin de la généralisation suivante. On dit qu’unXeeteut,, , (K) est
échelonné a partir de la ligne< i < n si le vecteurd’ € M,,_, 11 ; constitué des lignes. .., n du vecteurX

est échelonné (au sens de la Définition 2.22). En particulier, un vecteur est échelonné s'il est échelonné a partir de
la lignel.

L'algorithme d’échelonnement d'un vecteur colonne peut étre généralisé pour obtenir un vecteur échelonné a
partir d’'une ligne quelconque < ¢ < n — 1. Pour cela, il suffit d’éliminer les lignes qui sont au-dessous ele

utilisant le coefficient qui est sur la lignePlus précisément,

Lemme 2.27 SoitA = (ak)k=1,....n € Mp1(K)etl <i<n—1.0n suppose que I'une des ligngs. ., n de
A n’est pas nulle. Alors il existe une matriégec M., (K) produit de matrices élémentaireseet K, a # 0, tels
ax

aj—1
qUeEA=| a

Démonstration : C'est la méme preuve que pour le lemme précédent sauf qu’'on ne regarde que les lignes qui
sont au-dessous ded&™e.
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2.2. Elimination par les matrices 2. Systemes linéaires et matrices
» Sia; # 0 alors en retranchant a (a+ 1)"™¢ ligne a; 1 /a; fois lai**™¢ ligne, on obtient

ai

aj—1

Tit1 (aiﬂ) A= %i
w

3

@42

an

et en faisant de méme pour toutes les lignes suivantes, on obtient finalement

ay

—a —aj; i1
Ty s (”) T <l+1> A= a
Q; a; 0

0

» Sia; =0, il existej > i + 1 tel quea; # 0. Auquel cas, si on ajoute J#*™¢ ligne & lai**™¢ ligne, on obtient

ai

Qi—1
Tij(DA= | a;

Qi1

Qn

On est alors ramené au cas précédent. Finalement,

Thi(—an/aj) - Tipri(—aiy1/a;)T; 5 (1) A

On observe que dans cet algorithme, on modifie seulement les fignesn de A. En effet, les matrices élémen-
taires par lesquelles on multipli¢ n'agissent que sur ces lignes : les coefficients non diagonaux et non nuls étant
tous placés sur ces lignes-la.

Algorithme d’échelonnement d’'une matrice et preuve du théoréme 2.25. On rappelle que sil est une ma-
trice, c; (A) désigne Ig**™* colonne ded. On noteralc; (4) ... ¢;(A)] la matrice constituée dgspremiéres
colonnes de la matrice.

Soit A € M,, ,(K). On montre par récurrence sur< k < p qu'il existe une matriceZ, € M,,(K) produit de
matrices élémentaires telle qlig (E,A) ... c,(ErA)] estune matrice échelonnée.
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» Pourk = 1, sici(A) = 0, la propriété est trivialement vraie avég = Id. Sic¢;(A4) # 0, on applique le
a

0
lemme 2.27 &, (A) aveci = 1 : il existe E telle queE;c;(A) = | . | . Alors [c1(E1A)] = Eqc1(A) est bien

0
une matrice échelonnée.
» Supposons la propriété vraie a I'ordke < p — 1 et montrons-la a l'ordré + 1. Par hypothése de ré-
currence, il existe une matricE, € M, (K) produit de matrices élémentaires telle que la matrge:=

[c1(BxA) ... ck(EpA)] estune matrice échelonnée.

On distingue plusieurs cas.

e Si A; n'a aucune ligne nulle, on pos;, ., = Ej et on vérifie que[ci (Exp14) ... cry1(Ers14)]
= [Ar  cks1(ErA)] est bien une matrice échelonnée.

e Sinon,A; a une ligne nulle. Notong, I'indice de la premiére ligne nulle déy. Alors les lignesi;1,...,n
de Aj sont nulles, card; est échelonnée. Si les ligneg ..., n de c;41(ErA) sont aussi toutes nulles,
on peut poseE., = Ej, eton a bienfci(Ex1A4) ... cry1(Er1A)] = [Ar i1 (ErAd)] qui est
échelonnée.

Si au contraire:; 1 (ExA) a au moins une ligne non nulle parmi les ligrigs. . ., n, alors on applique le
lemme 2.27 &1 (ExA) aveci = iy. |l existe une matricdy, 1 € M, (K) produit de matrices élémentaires

telle que
o ]
Qi —1
Fk+1ck+1(EkA) = a
0
- O -
On a déja observé dans la preuve du lemme 2.27 que multiplier une matrice & gauthe;pae modifiait
pas les lignes < i;,. Comme les lignesy, ..., n de A; sont nulles, on en dédul,; A, = Ax. Donc
[Cl (Fk+1EkA) Ck+1(Fk+1EkA)] = [Ak Ck+1(Fk+1EkA)}

est bien une matrice échelonnée. Dans ce cas, on posdklenc= Fy1 E}.
» La propriété est vraie pour toit en particulier pouk = p. Le Théoréme 2.25 est démontré.

Remarque 2.28 Lorsque I'on rencontre un zéro en position pivotale (et non pas un “pivot nul”, car, par définition,

un pivot n'est jamais nul) durant I'échelonnement de la matrice on peut, au lieu de transformer la ligne en
guestion, permuter la ligne ou se trouve ce zéro avec une des lignes qui se trouve en dessous de celle ou se
trouve ce zéro. C'est d'ailleurs ce qui est effectué en pratique dans les programmes informatiques qui effectuent
la méthode de Gauss, ou qui effectuent la décomposiiidrd’une matrice telle qu’'on I'a introduite dans la
premiére partie de ce chapitre.

La matrice de permutatiof; ; des lignes et j est la matrice identité, sauf pour les lignest; : la ligne ¢ a des

zéros partout sauf en colonpeou il y a un 1; la lignej a des zéros partout sauf en colonnau il y a un 1. Elle

peut encore s'écrire P; ; = 1d,, — E; ; — E; ; + E; ; + E; ;. Par exemple poun = 2 :

0 1
P12_|:10:|
etpourn =6 :

1 00000 10000 0
001000 000010
010000 001000
Ps=10 001 0 0 Pu=10 001 0 0
000010 010000
00000 1 000001
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2.3. Calcul de I'inverse d’'une matrice, échelonnement total 2. Systemes linéaires et matrices
On peut vérifier facilement que multiplier une matridec M,, ,(K) par la matrice P; ; revient a intervertir

les lignesi et j. Evidemment lorsqu’on permute les lignes de la matrice du systéme linéaire, on doit également
permuter les lignes correspondantes du vecteur second membre lorsqu’on résout un systeme linéaire. Ceci se fait
de maniére automatique lorsqu’on travaille sur la matrice augmentée.

Dans la suite, il sera utile de repérer quelles sont les colonnes pivotales d’'une matrice échelonnée, dont on a déja
parlé lors de I'élimination de Gauss. En voici une définition pour une matrice échelonnée rectangulaire

Définition 2.29 (Pivots, colonnes pivotales, rangPn noter le nombre de lignes non nulles d’'une matrice p
échelonnée. On appeligivot le premier terme non nul de chaque ligne non nulle de la matrice échelonnée.

On appelle colonnes pivotales d’'une matrice échelonnée les colonnes dans lesquelles aparaissent les pivots des
lignes non nulles (attention ce ne sont pas forcément f[gemieres colonnes de la matrice). On néte. .. k.

les indices de ces colonnes. On appelle colonnes non pivotales les autres colonnes, dont les indices sont notés
krgis.. o kp.

Les colonnes pivotales sont donc les colonngsl) telles quej € J, ouJ = {ki,...,k.} est 'ensemble des

indices des colonnes dans lesquelles apparaissent les pivots.

On définit le rang de la matrice comme le nombre de lignes non nulles (ou de colonnes pivotales).

2.2.5 Exercices

Exercice 53 (Des petits systemes gentil§jésoudre les systémes linéaires suivants en utilisant I'échelonnement :

r + y = 2 3r — 2y = 1
xr — y = 0 6 + y = 1/2

Exercice 54 (Echelonnement et factorisatiod.U et LDU) Echelonner les matrices suivantes, etlorsqu’elle existe,
donner leur décompositiohU et LDU

1 3 1
[? ;} 2 0 4
-1 -3 -3

Exercice 55 (Des systemes un peu plus gro®ésoudre en utilisant I'algorithme du pivot de Gauss ( ou I'éche-
lonnement) les systémes suivants :

r 4y =z =2 r +2y —2z =1
5z +4y 43z =2 - +3y =0
6 +3y +2z = —4 2y +z = -3
v 42y -2 44t = 2 z +2y -2z +4 +u =0
13y 4t — —9 y +3z —4t +2u =0
Y L _of o 0 x +z =2t +3u =0
B B r +y +4z —6t +5u =0
T  +y z +2t =2 3y Lo -0

Exercice 56 (Matrice a paramétre) Echelonner pour € R la matrice suivante :

1 1 1-¢
1+¢ -1 2
2 -t 3

Pour quelles valeurs du paraméttgla matrice est-elle inversible ?

2.3 Calcul de I'inverse d’'une matrice, échelonnement total

Soit A une matrice carrée d’ordreinversible, dont on veut calculer I'inverse. On cherche donc une matrice
telle queAA~—! = Id,,. Les colonnes d&i,, sont les vecteurs (coloni€)e; dont lai-eme composante est égale

19Quand on dit vecteur sans préciser c’est toujours vecteur colonne ; de méme, on identifie les eléeeéntsiémsembleM , | des
matrices an lignes et 1 colonne.
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a 1 et toutes les autres nulles. Supposons qu’on connaisseQuand on multiplied par la premiére colonne de

A~ on obtient la premiére colonne de la matri¢e —!, qui est égale ? la matridé,, ; cette premiére colonne

est le vecteue;. De méme, quand on multipli¢ par lai-eme colonne del~!, on obtient lai-€me colonne de
AA~! =1d,, c.a.d. le vecteue;. On a donc, en notaiet (A1) lai-€me colonne del —* :

Aci(A ) =e;,i=1,...,n

Le calcul deA~! peut donc s’effectuer en résolvant lesystémes linéaires avec matridginconnuec; (A1) et

second membre;.

Remarquons donc tout de suite que I'inversion d’'une matrice est beaucoup plus chere que la résolution d'un
systeme linéairer( fois, trés précisément...). Il est donc idiot d'inverser une matrice pour résoudre un systeme
linéaire. Par contre, il est intéressant de savoir comment on peut trouver I'inverse d'une matrice par la méthode de
Gauss-Jordan, en s’inspirant de celle effectuée pour résoudre le systéme linéaire.

Au lieu d'introduire une matrice augmentée avec la matrice de départ et un vecteur second membre, on introduit
maintenant une matrice augmentée avec la matrice de dépaveeteurs second membre (les vecterj)s ceci

revient a considérer la matrice augmentée 2n constituée de la matricé et la matriced,, :

A=[A 1d,].
Sila matriceA estinversible, en appliquant I'algorithme de Gauss-Jordan qu’on décrit si dessous, on obtient alors
l'inverse de la matrice dans la partie droite (ou se trouveait auparavant la matrice identité) de la forme “totalement
échelonné" de la matrice augmentée.

Si A estinversible, sa forme totalement échelonRéstld,,, et I'algorithme de Gauss-Jordan = [A Idn] =
[A e ... e,]donne:

R=[R ci(AY) ... (A Y] =[d, A71].

Voyons ceci d’abord sur un exemple.
2.3.1 Exemple de calcul de l'inverse d’'une matrice 2 2

Exemple 2.30Prenons une matricé x 2 : A = [3 .

[1 21 O} , et on applique Gauss-Jordan. On commence par Gauss :

L 2} . On écrit la matrice augmentéed = [A 1dy] =

3 7 01

121042ﬁ£3611210
3 7 01 01 -3 1

et on effectue ensuite la partie Jordan, qui consiste a rendre la matrice diagonale :

1 2 1 O bi—ta =20 1 0 7 =2
01 -3 1 01 -3 1
7T =2

Gauss Jordan donne dont™! = {_3 )

] . On vérifie qu’on a bieM A=t = 1d,

2.3.2 Inversion d’'une matrice 3 3

1 0 1 1 0 1 1 0 O
Exemple 2.31 Considérons lamatrice 0 2 —1 | .Onécritlamatriceaugmentée0 2 -1 0 1 0
1 1 0 11 0 0 0 1

On commence par appliquer I'algorithme de Gauss, c'est-a-dire se ramener & une matrice échelonnée :
1 0 1 1 0 O 1 0 1 1 0 0
02 -1 010 ]|%2%102 -1 0 10
11 0 0 0 1 0 1 0 1
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2.3. Calcul de I'inverse d’'une matrice, échelonnement total 2. Systemes linéaires et matrices
l3—03—(1/2)02 0 1 1 0 0
RN 0 2 -1 0 1 0
0 0 —-1/2 -1 -1/2 1

On a obtenu une matrice échelonnée. On reprend alors 'algorithme a la fin de Gauss, et on écrit maintenant la
partie “Jordan”!! de I'algorithme dit de Gauss-Jordan.

Pour cela, on fait apparaitre dekau-dessus des pivots en commencant par les colonnes les plus a droite, et en
progressant vers la gauche.

On multiplie la derniére ligne par -2 pour obtenir le pivot 1 :

10 1 1 0 0 10 1 10 0
02 -1 0 1 ol®==%102 <101 0
00 —-1/2 -1 —1/2 1 00 1 2 1 -2

Puis on metazéro le troisieme coefficient de la deuxiéme ligne (a I'aide de la troisieme) :
10 1 1 0 O 1 01 1 0 O
02 -1 01 0 [®2%]0202 2 -2
00 1 2 1 -2 0012 1 =2

On annule ensuite le troisieme coefficient de la premiére ligne (toujours a I'aide de la troisieme) :
1 01 1 0 O 10 0 -1 -1 2
02022 25255020 2 2 -2
o0 1 2 1 -2 00 1 2 1 =2

On multiplie enfin la deuxiéme ligne par 1/2 pour obtenir le pivot 1 :

100 -1 -1 i 00 -1 -1 2
020 2 2 —2|°22*10 10 1 1 -1
001 2 1 =2 001 2 1 -2

Les trois premiéres colonnes forment la matrice identité. Elle constitue la forme totalement échelonnée de la
matrice A : c’est le cas pour toute matrice inversible. On verra plus loin que la réciproque est également vraie :
si la forme totalement échelonnée de la matrtest I'identité, A est inversible.

2.3.3 Echelonnement total
Définition 2.32 (Matrice totalement échelonnée)
SoitA € M,, ,(K). On dit queA est totalement échelonnée si :
1. A est échelonnée,
2. le premier coefficient non nul de chaque ligne non nulle est égal a 1,

3. tous les éléments qui sont dans la colonne au dessus du premier coefficient non nul (et égal a 1) d’'une ligne
sont nuls.

Notons que dans une forme totalement échelonnée, les pivots sont toujours égaux a 1, ce qu’'on n'a pas demandé
pour les matrices échelonnées.

Exemple 2.33 (Matrices totalement échelonnées ou non)

— La matrice identitdd,, est totalement échelonnée et @olonnes pivotalesr = n.

— La matrice nulleO,, est totalement échelonnée et n'a aucune colonne pivotate 0.
— La matrice suivante est totalement échelonnée :

1
0
0

o O O
o = O

Elle a deux colonnes pivotales : la premiéke,= 1, et la troisiéme %, = 3, et une colonne non pivotale, la
seconde k3 = 2.

Marie Ennemond Camille Jordan, né le 5 janvier 1838 & Lyon (Rhéne) et mort le 22 janvier 1922, est un mathématicien francais, connu &
la fois pour son travail fondamental dans la théorie des groupes et pour son cours d’analyse.
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2.3. Calcul de I'inverse d’'une matrice, échelonnement total 2. Systemes linéaires et matrices
— La matrice4 x 6:

01 2 00 2
00 01 01
00 0013
00 0 0 O0O

est sous forme totalement échelonnée, et a trois colonnes pivétale, ko = 4, k3 = 5, et trois colonnes
non pivotales k¥4, = 1, k5 = 3, kg = 6.
— La matrice suivante est échelonnée, mais pas totalement échelonnée :

1
0
0

O = O
—= NN O

— La matrice suivante n’est ni totalement échelonnée ni méme échelonnée :

O O =
o O O
_ O O

Théoréme 2.34 (Echelonnement totalSoit A € M,, ,,(K). Il existe une matricé& produit de matrices élémen-
taires telle que la matric& A est totalement échelonnée.

Encore une fois, la preuve du théoréme donne un algorithme qui permet de calculer explicfieéyres le
Théoréme 2.25, on peut supposer gquest une matrice échelonnée.

Algorithme d’échelonnement total On commence par le cas d’'une matrice colonne:(1).

ay
Lemme 2.35 Soit A = Cg € M,,1(K) un vecteur échelonné aveg # 0. Alors il existe une matricé& <
L 0 -
o
0
M., (K) produit de matrices élémentaires telle giiel = | 1|, le 1 étant sur la lignei.
0
_0_

Il suffit de prendreE' = T17i(7a1> Ce ’Z}_M(—ai_l)Di(l/ai).
Une remarque importante pour la suite de I'algorithme : Multiplier une maliéegauche par cette matriéene
modifie pas ses lignes+ 1,...,n. Side plus la ligne de B est nulle, EB = B.

On traite maintenant le cas général d’'une matrice écheloArge\,, ,(K) qu'on veut totalement échelonner. II

s'agit de repérer les “colonnes pivotales” pour faire apparaitrd) desdessus des pivots. On commence par les
colonnes pivotales les plus & droite, et on progresse vers la gauche. Comme on va le voir, cela permet, lorsqu’on
s’occupe de la colonne pivotalede ne pas modifier les colonnes situées a gauche de la calpehde ne pas

modifier non plus les colonnes pivotales situées a droite de la colohmeraison en est simple : lorsqu’on fait

des manipulations sur la coloniedont le pivot est sur la ligne notée on ajoute un multiple de cette ligrjea

des lignes situées au-dessus de la ligreoutes les colonnes a gaucheidmt un0 sur la lignej (car la matrice

est échelonnée) donc ces colonnes ne sont pas modifiées. Toutes les colonnes pivotales situées aabite de
un0 sur la lignej (car on les a totalement échelonnées aux étapes précédentes) donc elles ne sont pas modifiées.
\Voyons I'algorithme en détail.
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2.3. Calcul de I'inverse d’'une matrice, échelonnement total 2. Systemes linéaires et matrices
On noteJ = (ji,...,Jr) 'ensemble des indices des colonnes pivotalesideangés par ordre croissant). On
définit par récurrence slr< | < r — 1 des matricesi,._; échelonnées et telles que : pour tout : < r, A; est

de la formeFE; A, ou E; est un produit de matrices élémentairel a pour ensemble de colonnes pivotales celui
indexé par/ et A; a ses colonnes pivotalgs . . ., j,- totalement échelonnée.

Pour construired,., on applique le Lemme 2.35@, (A) : il existe £, produit de matrices élémentaires telle que
E,cj (A) = [O ... 001 0 ... O]t ou lel estsitué sur la ligne Alors la matriceA,. := E,. A aseslignes
r+1,...,négales acelles de la matrideet sont donc nulles. De plus, comme lamatficg A) ... ¢;,_,(A)]

a ses lignes, ..., n nulles, la matriced,. a ses colonnes, ..., j,._1 égales a celles dé. En particulier,A,. est
une matrice échelonnée.

Supposons que les matricds, . . ., A;1 ont été construites. On définit alads := F; A;. 1 ou F; est la matrice
du Lemme 2.35 appliquéad, (A4;+1). Comme précédemment, les colonies. ., j;_1 de A; sont égales a celles
de A; ;. De plus, c’est aussi le cas des colonnes pivotales . . ., j,- (car elles ont ur) sur la lignei). Donc 4;
vérifie bien les conditions exigées et on pdgse= F; F;,1. La matrice4; est alors totalement échelonnée et de
la formeE; A, ou F; est un produit de matrices élémentaires. Le Théoréme 2.34 est démontré.

2.3.4 Exercices

Exercice 57 (Matrices2 x 2 totalement échelonnéesDonner toutes les matricesx 2 de coefficients égaux a
0 ou 1 et qui soient totalement échelonnées.

Exercice 58 (Inverse de matrices par échelonnement totalEchelonner les matrices suivantes et dire si elles
sont inversibles ; le cas échéant calculer leurs inverses par échelonnement total :

3 1 1 3 0 1 1 1 1

2 -1 1], 2 -1 1], 5 4 3

-1 1 -2 1 1 -2 6 3 2

et pour ceux qui en veulent encore...

1 2 =2 4 1
é%‘;ii 1 2 -2 01 3 -4 2
00 1 oL 3 of 10 1 -23
11 -1 9 0 -2 1 1 1 4 —6 5
0 3 0 2 0

Exercice 59 Un petit modele de prédation, suiteDans la situation décrite dans I'exercice 13, si on suppose
que le 13 janvier 2010 au matin, il ne reste que 2 loups, 4 serpents et une chéevre, quel était le nombre de loups,
serpents et chevres le 10 janvier au soir ?

Exercice 60 (Matrices2 x 2 totalement échelonnéesMontrer que les formes totalement échelonnéegl dst
A~ sont identiques.

Exercice 61 (Une matrice connue en géométriepoit & un nombre réel danf), 2=[. On considére la matrice

cosf) —sinf
o = [sin@ cosf } pour € R.

1. Montrer queRy est inversible et calculer son inverse.
2. Calculer Ry pourn € Z.
3. On consideére la matrice

cos(0) —sin(

A= sin(@)  cos(

Vérifier queA est inversible et que son inverde ! s’écrit

1 [(Re)™ 012
=Y

Quelle est la nature géométrique de I'applicatian— Awu ?
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Chapitre 3

Systemes linéaires et espaces vectoriels

3.1 Espaces et sous-espaces

On a déja beaucoup parlé dans les chapitres précédents des sous-esBaad®Rde les droites et plans passant

par I'origine sont des sous-espaces vectoriels, au sens ou ils sont stables par combinaison linédkeliais
méme est aussi stable par combinaison linéaire : muni de 'addition et de la multiplication par un scalaire, on dit
gu’il a une structure d’espace vectoriel, dont on va maintenant donner une définition précise.

3.1.1 Définitions

Définition 3.1 (Espace vectoriel)SoitK un corpsK = R ouC. On dit queE est un espace vectoriel SKr si

1. E muni d'une loi de composition interne appeléeaddition (c.a.d. une application d& x E — F) est
un groupe commutatif, i.e. les propriétés suivantes sont vérifiées :

(a) Il existe un élément appeldément neutre pour I'addition 0 € F tel que pour toutu € E,
Op+u=u+0g =u.

(b) Pourtousu,v € E,onau+v=v+u € E.

(c) Pourtousu,v,w € E, (u+v)+w=u+ (v+ w).

(d) Pour toutu € E, il existe unw € E tel queu + v = v + u = 0g. Un telv est unique et on le note
vV =—U.

2. E est muni d'une loi de composition externe appetdtiplication , c.a.d. une applicationd& x K — E
(\z € E,V\ € K, Vx € FE) telle que pour toust, v € E, \, u € K|

(a) Il existe un élément appelé élément neutre pour la multiplicatior K tel quelxu = ulg = u,

(b) Mu+v) = Au + v,

(©) (A + wu = du+

(d) Apu) = (Ap)w.

On dira plus brievement quE est unkK-espace vectoriel oK-ev. Cette définition parait longue et compliquée...
en fait il suffit de retenir qu’il y a 8 propriétés a vérifier, 4 lies a I'addition (les propriétés de groupe commutatif)
et 4 liées a la multiplication par un scalaire (élément neutre, distributivité “dans les deux sens”, associativité).

Exemple 3.2
— Ensembles qui sont des espaces vectoriels :
e R? est unR-ev,
e C? est unC-ev et unR-ev,
o M3 (K), Mz 1(K), M 2(K), M, ,(K) munis de I'addition des matrices et de la multiplication par un scalaire
(deK = R ouC) sont desk-ev,
e L'ensemble des polyndmes a coefficients dérest un espace vectoriel sk,
e L’ensemble des fonctions continues sur un intenvallé] est un espace vectoriel sh,
e L'ensemble des fonctions: R — R solutions de I'équation” + «’ + u = 0.
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3.1. Espaces et sous-espaces 3. Systémes linéaires et espaces vectoriels
— Ensembles qui ne sont pas des espaces vectoriels :

e 7 n'est pas urR-ev,

e (R, )? n'est pas urR-ev,

e L’'ensemble des fonctions @&edansR qui valent 1 en 0,

e L'ensemble des fonctions: R — R solutions de I'équation” + v’ +u = 1.

Définition 3.3 (Sous-espace vectorielpoit £ un K-espace vectoriel. On dit quE C FE est un sous-espace
vectoriel deF si 0 € F et siF est stable par combinaison linéaire, c.a.d pour tau € F, \,u € K|
Au+pv € F.

Proposition 3.4 Un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel est un espace vectoriel.

Cette proposition est facile & démontrer et laissée en exercice, mais elle est extrémement utile : dans la plupart des
cas, lorsqu’on vous demandera de montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel, il suffira de montrer que c’est
un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel que vous aurez bien choisi et dans lequel cet ensemble est inclus.
Par exemple, si on vous demande de montrer que I'ensemble des cauplede R? vérifiantz + y = 0 est un

R-espace vectoriel, il vous suffira de montrer que c’est un sous-espace vectdiel de

Définition 3.5 (Espace vectoriel engendréBoientu, ..., u; k éléments d'urK-espace vectorieE. On ap-
pelle espace vectoriel engendré par la familléu;);=1,... » la partie deE constitué des combinaisons linéaires
des élémenta; :

k
d
Vect(uy, ... ug) ef {zGE,za1u1+~~+akuk :Zaiui,al,...,ak ER}.
i=1

Soit P une partie def/, on appelle sous-espace vectoriel engendrépdiensemble des combinaisons linéaires
des éléments di.

La terminologie et la notation suggeérent que I'ensemble des combinaisons linéaires d’'une famille de vecteurs est

un sous-espace vectoriel : c’est effectivement le cas (exercice!).

3.1.2 Espace des colonnes ou image d’'une matrice

Définition 3.6 (Espace des colonnes d’'une matrice$oit une matriced d’'ordre n x p. On appelle espace des
colonnes de del € M,, ,(K), notéC(A), 'ensemble des combinaisons linéaires des colonnes de la matrice
L'ensemble’’(A) est donc le sous-espace vectorieldfe engendré par les vecteurs colonnesdle

C(A) = Vect{ci(A4),...cp(A)}.
C’est donc un sous-espace vectoriel.

Définition 3.7 (Image d’'une matrice) Soit une matriced d'ordre n x p. On appelle image dd € M,, ,(K),
notélm(A), 'ensemble dey € K" tels qu'il existexr € K? vérifiantAxz = y.

Proposition 3.8 Soit A € M,, ,(K). Alors I'imageIm(A) de la matriceA est un sous-espace vectoriel de
Mn,l(K).

Démonstration : Soienty,, y, € Im(A) et € K. ll existexy, z2 € M, 1(K) tels quedx; = y, et Axy = y,.

Alors y, + Ay, = A(x1 + Ax2), ce qui montre quey, + Ay, € Im(A). [

En fait 'espace des colonnes d’'une matri¢est son image sont un seul et méme sous-espace vectoriel. Pour
T

montrer ceci, on rappelle que di € M, ,(K), z = | : | € Mpa(K)ety = [;n -+ 3] € My1,(K),
Tp

alors

— le vecteur colonnelx est la combinaison linéaire des vecteurs colonnes de la matrassociée aux coeffi-

cientszy, ..., xp.

— le vecteur ligney A est la combinaison linéaire des vecteurs lignes de la maftriessociée aux coefficients
Yy -y Yn-
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3.1. Espaces et sous-espaces 3. Systémes linéaires et espaces vectoriels

Proposition 3.9 Soit une matrice de taille x p. L'image deA € M,, ,(K) est égal a I'espace des colonnes
C(A).

Démonstration : Pour montrer que les ensembles(A) et C'(A) sont égaux, il faut montrer qu&(A) C Tm(A)
etIm(A4) C C(A). Soite¢;(A) la i-éme colonne del. Alors ¢;(A) = Ae;, ol e; est le vecteur d&? dont
les composantes sont toutes nulles sauféame qui est égale & 1. On a donc bigfd) € Im(A) pour tout

it = 1,...,p. Toutes les colonnes dé sont donc dan¥m(A) et commelm(A) est un sous-espace vectoriel,
toutes les combinaisons linéaires de ces colonnes aussi. On a doid&( g Im(A).

Réciproquement, gy € Im(A), alors il exister € K? tel quey = Ax, et doncy est une combinaison linéaire
des colonnes d4, ce qui prouve qug € C(A). On a donc bien mont#n(A) C C(A) etdoncIm(A) = C(A).

|

LimageIm(A) de la matriced est 'ensemble’(A) des combinaisons linéaires des vecteurs colonnels @Géest
donc aussi le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de la rhatrice

Exemple Déterminons I'image des matrices suivantes :
1 0 1 2 1 2 3
1z = {0 1}"4 {3 6}’3 [0 0 3}

m(Idy) = R?, Im(A) est la droite passant par I'origine et de vecteur directe{éﬂ .
Tm(A) = {A E’J A ER).

m(B) = {\ H +u H A €R} =R

3.1.3 Exercices
Espaces et sous-espaces

Exercice 62 (LeR-espace vectorielC.) Montrer que I'espac& est unR-espace vectoriel.

Exercice 63 (Espace vectoriel : oui ou hon ?).es ensembles suivants sont-ils tkeespaces vectoriels ?
— {z = (71,22, 23) € R3 tels quers > 0}.

R?\ {(0,0)}.

— Un cercle dans le plan, une sphére dans I'espace, un rectangle dans le plan.
— L'union de deux droites du plan.

— Un plan passant par l'origine dan®3.

- {(z,y,2) eR3; x +y+ 2 =0}

(z,y,2) € R?; 4m+y—z—0}

(x,y, 2, t)€R4, 2?2 —y+2z=0}

(

(

Ty, 2,t) ERY ;o +y+2=0,t—x=1}

z,y,2,t) ER* ;2 +y+2=0,t—y=0}

—{(z,y,2) ER3; dx+y—2=0, 2 — 4y + 2 =0}

— Le sous ensemble des matrices inversible3tigR).

— Le sous ensemble des matrices non inversible$GgR).
— Le sous ensemble des matrices symétriquestdéR).

— Le sous ensemble des matrices anti-symétriques(gdéRr).
— Le sous ensemble des matrices non symétriques deR).

{
-
{
{

Exercice 64 (Construction de sous-espace$our chacun des espaces vectoriélsuivants, trouver un sous-
espaceF’ de E puis un sous-espace de F'.

1 1 1
, o L 1 1 1
1. E estl'ensemble des combinaisons linéaires des vec WSl | 4 et 1
0 0 1
2. F estl'ensemble des matrices symétriqee<2 (rappel, une matrice: x n est symétrique si ses coefficients

sont tels ques; ; = a;,; pours,j =1,...,n)
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3.1. Espaces et sous-espaces 3. Systémes linéaires et espaces vectoriels
3. E est'ensemble des fonctiopsle R dansR dont la dérivée troisieme est nulle.

Décrire chacun des espacésprécédents de deux maniéeres différente®’:ést 'ensemble de toutes les combi-
naisons linéaires de .... "etF est I'ensemble de toutes les solutions de I'équation ... "

Exercice 65 (Un sous-espace est un espacedpit E un espace vectoriel ¢t C E un sous-espace vectoriel.
Montrer queF' est un espace vectoriel.

Exercice 66 (Droite dansR?) Donner une équation cartésienne et une équation paramétrique de la firaiee
R? qui passe paf et qui a pour vecteur directeyil, —3). Montrer queD est un sous-espace vectoriel Ré.

Exercice 67 (Espace vectoriel des polyndbmeSoitE I'ensemble des polyndmes réels de degré inférieur ou égal
a 4. Montrer queFE est un espace vectoriel. Montrer que I'ensemble des polyndmes admettant les rasines
etx = b # a est un sous-espace vectorielde .

Exercice 68 (Commutant d'une matrice) Soit A € My(R). On nomme commutant dé et on noteCom(A)
'ensemble de® € M, (R) telles queAB = BA.

1. Montrer queCom(A) est un sous-espace vectoriel # (R).

2. Montrer que, pour touk € N, A¥ € Com(A).

3. DéterminerCom(A) pour

1
A=10
3

_ = O
N = O

Exercice 69 (Sous-espaces engendré®ans R? montrer que les vecteurg, = (

1,2,3) etV = (2,-1,1)
engendrent le méme sous-espace vectoriel que les ve€ieerg1,0,1) etUs = (0,1,1

).

Exercice 70 (Espace engendré darfS) On noteE le R-espace vectoriel des nombres complexes. On considére
les partiesH,, Ho, H3, H, Ci-dessous, et pour= 1,...4, on noteF; le sous-espace vectoriel de engendré
par H;.

H = {z€C, |z|=3}

H, = {z€C, Arg(z) =m/30uAryz)=—2m/3}
H; = {z eC, z= 2'2}

Hy = {z2€C,z+z€R}

1. Représenter graphiquement les sous-ensenibjes=1,...4.
2. Déterminer lesquels sont des sous-espaces vectoridls de
3. Déterminer les sous-espacEsi =1,...4.

Image d’une matrice

Exercice 71 (Image d’'une matrice) On suppose donnés trois vecteursRie: by, b, et bs. On se demande si
on peut construire une matricé (dont on peut choisir les dimensions) telle que les systémes linégires b,

et Ax = by admettent une solution, et le systére = bz n'en admette pas. Comment vérifier que ceci est
possible ? Comment construire?

Prendre comme exemples :

[ 1 [0 ] [0 ]
1.n=3b = 0 |,by = 1 etb; = 0
| 0 ] | 0 ] | 1]
1] [0 ] (1]
2.n=3,by = 0 |,by = 1 etbs = 1
| 0 | 0 | 0 ]
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3.2. Systemes linéaires homogéenes 3. Systémes linéaires et espaces vectoriels
Exercice 72 (Espace des colonne§oientAd € M,, ,(R) etB € M, ,(R).

1. Montrer queC'(AB) C C(A).

2. Donner un exemple pour lequé(AB) # C(A)

3. Montrer que les matriced et [A AB} ont méme espaces colonnes.

4.SiA € M, (R), a-t-onC(A?) = C(A)?

Exercice 73 (Somme de deux sous-espaces vectorighg)ientEy un espace vectoriek’ et G des sous-espaces
vectoriels deF. On noteF’ + G I'ensemble des vecteurs dequi s’écrivent comme la somme d’un vecteuride

et d'un vecteur dé .

1. Montrer queF' + G est un sous-espace vectoriel He

2. Montrer par un contre exemple (daR$) que I'ensembld” U G n’est pas forcément un sous-espace vectoriel.

3. Montrer que I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteits @equ’on notera Vectf' UG) (pourquoi ?)

est égal &'+ G (rappel : pour montrer I'égalité de deux ensembles il faut montrer I'inclusion dans les deux sens).
4. Soientd etB € M, ,(R), E = C(A) etF' = C(B). De quelle matricéZ + F est il 'espace des colonnes ?

3.2 Systemes linéaires homogenes

Un systéme linéaire homogéne est un systéme de la fdrme- 0. On a déja vu que sil est une marice carrée
inversible, alors la seule solution de ce systéemerest 0. Mais si A n’est pas inversible, ou si n'est méme
pas carrée, il peut exister desnon nuls tels quedxz = 0. Ces vecteurs constituent le noyau de la matrice
Résoudre le systeméx = 0 revient & déterminer le noyau de

3.2.1 Noyau d’'une matrice

Définition 3.10 (Noyau d’une matrice) Soit A une matrice de taille: x p. On appelle noyau dd € M,, ,(K),
notéKer(A), 'ensemble desx: € K? tels queAx = 0 (ou 0 désigne le vecteur colonne & dont toutes les
composantes sont nulles).

Proposition 3.11 Soit une matrice de taille x p. Le noyau ded € M,, ,(K) est un sous-espace vectoriel de
K?.

Remarquez que le noyau d'une matridec M,, ,,(K) est un sous-espace vectoriel[§e alors que son image
(ou espace des colonnes) est un sous-espace vectoifél.dear contre, sb # 0, I'ensemble des solutions du
systeme linéairelz = b, qui est donc I'ensemblgr € R? tels quedx = b} n’est pas un sous-espace vectoriel,
car0 n’est pas solution du sysémer = b.

Déterminer le noyau dd revient a résoudre le systéme linéaite = 0. On appelle systéme linéaire homogéne

un tel systéme linéaire, dont le second membre est nul. Un | systéme linéaire homogéne admet toujours au moins
une solution, le vecteur nul (d€”) puisqueA0, = 0,,. D'autre part, lorsqu’on multiplie une matrieex p par

un vecteur colonng x 1, on obtient un vecteus x 1 qui est une combinaison linéaire des colonnegldBonc,
résoudreAdx = 0, c’est trouver les combinaisons linéaires des colonned d@i donnent un vecteur nul; les
composantes; des solutiong: sont les coefficients des combinaisons linéaires qui conviennent.

Il sera tres utile, pour trouver le noyau d’'une matrice, d'utiliser sa forme totalement échelonnée que nous avons
introduite au chapitre précédent. A ce propos, on rappelle que le rang d’'une matrice échelonnée est le nombre
de colonnes pivotales de la matrice. Une matrieelggnes etp colonnes a done colonnes pivotales et — r
colonnes non pivotales.

Remarquons que les noyaux deet de sa forme totalement échelonr&eont identiques. En effet, les lignes de

R sont obtenues par combinaisons linéaires des ligne$ eeles systémes linéairekr = 0 et Rz = 0 sont
équivalents. Plus précisément :

Proposition 3.12 SoitA € M,, ,(K) et R sa forme totalement échelonnée. AlBlisr A = KerR.

Démonstration : Par le théoréme 2.3 = E A ou E est une matrice inversible et donc dire gdie = 0 est
équivalent a dire qu&x = 0. L]

On verra plus loin (Proposition 3.18) que si on connait les dimensi@tg d’'une matriceA et son noyalerA,
alors on peut déterminer complétement la forme totalement échelonnéebaeparticulier, la forme totalement
échelonnée d'une matrice est unique.
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3.2.2 Deétermination du noyau

On va maintenant voir comment on peut déterminer le noyau d’'une matrice a partir de sa forme totalement éche-
lonnée. Commencons par le cas d’'une matdazarrée ¢ = p).

Cas d’'une matrice A carrée (n = p) inversible On a déja vu dans le chapitre précédent qué sst inversible,

la seule solution du systémer = 0 estz = 0. En effet, en mutipliant les deux membres du systéeme4pdr,

on obtient immédiatement = 0. On verra que la matricd est inversible si et seulement si la forme totalement
échelonnée del estR = Id,, (voir Lemme 3.28 et Corollaire 3.29). Dans ce cas, la matiice doncr = n
colonnes pivotales et aucune colonne non pivotale, et donc son rang-est

Le systemedx = 0 est équivalent au systénige = 0, ce qui donne encore que= 0 estl’unique solution du
systéme linéairelx = 0. On a donder(A4) = {0} .

Cas d’'une matrice A carrée (n = p) non inversible Dans ce cas, la forme totalement échelonnéel dest
R # 1d,,, et son rang (le nombre de colonnes pivotales) n : la matriceR possede au moins une ligne de 0 (en
bas), et la matrice augment&segalement (puisque le second membre est nul).

2
2 41’
I'ensemble des: tels queAx = 0, c.a.d. les solutions du systéme :

Exemple 3.13 Considérons par exemple la matride= et cherchons a déterminer le noyaudeC’est

1+ 229 =0
201+ 425 =0

Faisons I'élimination /5 — ¢5 — 2¢;. On obtient :

xr1 + 2$2 =0
0=0

La deuxieme équation est toujours satisfaite, et donc il n’y a en fait qu'une seule équation. Le noyastde

droite d’équationz; + 2x5 = 0.

Un moyen simple de décrire cette droite de solutions est de choisir un point de la droite (dite solution spéciale).

Alors les points de la droite sont tous des multiples de ce point (parce que la droite pashe Phbisissons par

2} . Le noyau ded

exempler, = 1, dans ce cas on &; = —2, et donc une solution particuliére est= 1

contient tous les multiples de= {_ﬂ .

Ker(A) = {t [_12} t € R} .

Cas d’'une matrice rectangulaire quelconque Sion connait une solution spécialale Az = 0, alors tous les
multiples des (c.a.d. les vecteurs de la forme avec) € R) sont solutions delxz = 0.

Exemple 3.14 Le systéme linéaire a 1 inconnue et 3 équations- xs + x3 = 0, s’écrit aussiAxz = 0 ou A est
une matrice a une ligne et 3 colonned = [1 1 1], dont la forme totalement échelonnéeBst [1 1 1],
qui n’a donc qu’un pivot = 1). Le noyau ded est le planP deR? d’équationz; + x5 + 23 = 0, dont on peut
trouver deux solutions spéciales non colinéaires, qu’on trouve en choissant d'aberd etz = 0 puisz, =0
etxg =1:

-1 -1

S| = 1 etsy, = 0
0 1

Notons que les variables, et z3 correspondant aux colonnes non pivotales sont arbitraires, ce sont des “va-
riables libres” (au sens ou on peut les choisir comme on veut) mais une fois gu’elles sont choisies, la premiére (et
unique) ligne de la matrice totalement échelonfi®eous donne:;; = —xo — 3.

La premiére colonne dé contient le pivot, et donc la premiére composante n’est pas libre. On choisit des solutions
spéciales grace aux variables libres correspondant aux colonnes non pivotales.
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Remarquons enfin qu’a partir des solutions spécialest sz, on peut obtenir, par combinaison linéaire, tout le

T1
planP d’'équationz; + z2 + x3 = 0. En effet, pour n’importe quel vectelr:, | du plan?, on peut écrire
T3
T -1 -1
To| =x9 | 1 | +23| 0| = 12981 + 2389,
I3 0 1

grace au fait que-xz; — x3 = x1. Les vecteurs; ets, “engendrent” le plan, au sens ou le sous-espace vectoriel
engendré pak; ets, estle planP d'équationz; + 2 + x3 = 0.

On peut donc décrir&erA (le plan?) comme I'ensemble des combinaisons linéaires des solutions spéciales
gu’on vient de calculer :
—1 -1
KerA=<A| 0| +p| 1], 2eRpeR
1 0

Les solutions spéciales déx = 0 peuvent en fait se calculer trés simplement a partir de la forme totalement
échelonnédk de A : Si on regarde comment sont faites les colonneB den se rend compte qu’une colonne non
pivotale peut s’écrire comme combinaison linéaire des colonnes pivotales précédentes comme on va le démontrer
dans la proposition suivante. Et ce sont justement les coefficients de cette combinaison linéaire qui donnent une
solution deAx = 0 (qu’on appelle solution spéciale), puisque (rappel) le pradaiest une combinaison linéaire

des colonnes d4 !

Proposition 3.15 SoitA € M,, ,(K) une matrice échelonnée. Alors toute colonne non pivotale est
1) nulle si elle est située a gauche de la premiéere colonne pivotale,
2) combinaison linéaire des colonnes pivotales qui la précedent sinon.

Démonstration : On commence par le cas oliest totalement échelonnée. On netle nombre de lignes non
nulles. SoitJ = (j1,...,J,) les indices de ses colonnes pivotales (plus précisément, la cojpesecelle qui
contient le premier terme non nul de la ligi)e Le point 2. de la définition des matrices échelonnées dit que
j1 < -+ < jr. Alors

¢ (A) = |1 (3.2.1)

ou le1 est sur lai éme ligne. En effet,

1) il y a desO en dessous du, car le premier terme non nul de la ligne- 1 est sur la colonng; 1 > j;, le
premier terme non nul de la ligrie+ 2 est sur la colonng; » > j;, etc...

2) il y a des0 en-dessus dii car dans une matrice totalement échelonnée, il y & desdessus d’un pivot (= le
premier terme non nul d’'une ligne).

a1,j

Qr,j

Soitj ¢ J. Sij < j1, ¢;(A) = 0 etle résultat est trivial. Si > j,., ¢;(A) est de la forme 0

(car seules les

0
premieres lignes sont non nulles). On peut €arjfed) = a; jcj, (A) +--- +a, jc;, (A), d’'ou le résultat dans ce
cas.
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ai,j

Qj,j5

Enfin, dans le cas ofivérifie j; < j < ji+1, ¢;(A) est de la forme . En effet, toutes les lignes a partir de

0
i + 1 sont nulles puisque le premier terme non nul de la lignel est sur la colonng; ., > j, le premier terme

non nul de la ligne + 2 est sur la colonng; ;> > j, etc.... On peut écrire;(A) = a1 jc;, (A)+---+a; j, ¢, (A).

Dans ce cas aussi;(A) s’écrit comme combinaison linéaire des colonnes qui la précédent.

On considéere maintenant le cas st simplement (et pas forcément totalement) échelonnée. Alors 'algorithme
d’échelonnement total montre qu’il existe une matrice inversibtelle queE A soit totalement échelonnée et de
plus A et EA ont les mémes indices de colonnes pivotales (puisque I'échelonnement total consiste simplement
a faire apparaitre desau-dessus des premiers termes non nuls de chaque ligAe des colonnes contenant

le premier terme non nul d’une ligne restent donc les mémes). OnJnbémsemble des indices des colonnes
pivotales et soiff ¢ J. Sij < ji, alorsc;(EA) = 0 etdonce;(A) = E~'c;(EA) = 0. Sinon soientjy, ..., ji
'ensemble des indices dgqui sont inférieurs §. Par le cas précédent, il existg, . . ., ay tels quec;(EA) =

aicj, (FA) + - - + agej, (EA). Donc

¢j(A) = ¢;(ET'EA) = E7'¢;(EA) = E7! (aucj, (BA) + - + acj, (EA)) .

= E7 e, (BA) + -+ apE e (EA) = arcj, (A) + - + agej, (A).

|

Exemple 3.16 Prenons par exemple la matriGex 4 sous forme totalement échelonnée

1 2 0 3

R=1]0 0 1 -1

00 0 O
ou on a écrit en gras les colonnasn pivotales. Notong; (R), j = 1,...,4 les 4 colonnes d&.
Les deux colonnes pivotales sent R) etcs(R), et les deux non pivotales (R) etcy(R).
Chercherz tel queRx = 0 revient a chercheg, . . . , z4 tels quezj?:1 x;c;(R) = 0. Or la lecture de la matrice

totalement échelonnéR donne
ca(R) =2¢1(R) etes(R) = 3¢1(R) — es3(R)
ce qui s’écrit aussi (pour bien faire apparaitre le produit matrice vecteur) :
—2¢c1(R)+ca(R)+0c3(R)+0cy(R)=0et —3c¢1(R)+0c2(R) +c3(R) +1cy(R) =0.
On a donc trouvé ainsi deux solutions qui vérifighat = 0, qui sont
-2 -3

81 = etsy, =

SO =
== O

Ici encore, on peut remarquer que tout vectetgui vérifie Az = 0 peut s’écrire comme combinaison linéaire de
s1 etsq. En effet, pour n'importe quel vecteur= (x1, x9, x3, z4) VérifiantAxz = 0, 0na:x; = —2xo — 3x4 €t
x3 = x4 ; On peut donc écrire

I -2 -3

T = T2 = T9 1 + x4 0 = X281 + T482.
T3 0 1
T4 0 1

Les vecteurs; et s, “engendrent” 'espace des solutions der = 0.
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Le noyau ded (ou de maniere équivalente, I'ensemble des solutions du systeme0) s’écrit alors :

—2 -3

KerA =< A + AeR peR

1
0
0

Rappelons que $ est la forme totalement échelonnéeAldes systémesgle = 0 et Rz = 0 sont équivalents.

Les noyaux ded et de R sont donc identiques (voir proposition 3.12) et égaux a I'ensemble des combinaisons
linéaires des solutions spéciales obtenues comme expliqué dans I'exemple précédent & partir des colonnes non
pivotales de la matric&.

Il'y a autant de solutions spécialesi& = 0 que de colonnes non pivotales, c.a.e.r. Dans I'exemple ci-dessus :

p=4,r =2,doncily a2 solutions spéciales.

Cas d'une matricen x p avecp > n Remarquons que dans le dernier exemple ci-dessus, on a une matrice
rectangulaire “couchée”, c.a.d. avec plus d’'inconnues que de lignesn. Dans ce cas, le noyau de la matrice
est forcément non réduit @ En effet le nombre: de pivots (ou de lignes non nulles) est forcément inférieur
aux nombres de lignes, Commep > n, il existe au moins une colonne non pivotale, et cette colonne est une
combinaison linéaire d’autres colonnes deCe qui montre qu'il existes non nul (ses composantes sont les
coefficients de la combinaison linéaire écrite sous la forme “combinaison = 0”) tellgue 0. Il y a donc une
infinité de solutions au systémer = 0 (tous les multiples de), comme dans I'exemple 3.16 ci-dessus.

Unicité de la forme totalement échelonnée Question : la forme totalement échelonnée d’une mattiest elle
unique ? La réponse est oui, et on a méme un résultat plus fort que cela : une matrice totalement échelonnée est
entierement déterminée par ses dimensions et son noyau.

Exemple 3.17 Soit A une matrice3 x 4 dont le noyau est I'ensemblec € R%; 21 = x4 = 0,25 — 223 = 0}.
Construisons sa forme totalement échelonnée. La premiére colonfiReede donc non nulle, sinon le vecteur

1
(1,0,0,0) serait dansKerS. On a donc forcément; (R) = |0| . Pour la méme raison, la deuxiéme colonne
0
0
est aussi non nulle. De plus, le vectélir—1,0,0) n'est pas dans le noyau. Donc forcémeptR) = (1| . La
0

troisiéme colonne est entierement déterminée par I'équation du nogalR) = 2c2(R). Enfin, la quatrieme
colonne ne dépend pas des trois premiéres puiague’est pas lié aux autres variables dans les équations du
noyau deA. On a donc un seul choix possible par.

1
R=10
0

O = O
O o O
_ o O

La construction gu’on vient de faire dans cet exemple peut se généraliser a n'importe quelle matrice.

Proposition 3.18 SoientA, B € M,, ,(K) deux matrices de méme noyaurgtS des matrices totalement éche-
lonnées a partir ded et B respectivement. AlorR = S.

Preuve : Dans la suite, on nofg € M, ;(K) le vecteur colonne qui a déspartout sauf url sur la lignes.
CommeKerA = KerR etKerB = KerS, il suffit de montrer que si deux matrices totalement échelonRéets
S ont méme noyau, alors elles sont égales. On montre par récurrente<sgir< p que pour toutl < k < j,
ck(R) = ci(S).

1) Pourj = 1, sic;(R) = 0, alors le vecteurE; est dans le noyau d&, donc dans le noyau d&, donc
¢1(S) = 0. Méme observation en échangeant les réleR@S. Donce; (R) ete; (S) sont simultanément nuls
ou simultanément non nuls. Dans esas, ils sont égaux.

2) Supposons la propriété vraie jusqu’a I'orgrel p — 1 et montrons-la pous + 1. Par hypothése de récurrence,
ck(R) = ¢ (S) pour toutk < j. Notonsl le nombre de colonnes pivotales a droitejdel etk; < --- < k; les
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indices de ces colonnes (pofret pourS). Sic;1(R) est non pivotale, alors c’est une combinaison linéaire
des colonnes pivotales précédentes :

l
Cjt1 (R) = Z R jyick, (R)
=1

On en déduit que le vectedr | = Zézl R; j+1E,, — Ej4+1 estdans le noyau dg (on utilise queRE; =
¢i(R)). Doncs;41 est dans le noyau d& Donc (en faisant le calcul dans le sens contraire),

l
¢j11(8) =D Rijick,(S).
=1

Donce;41(S) = ¢;4+1(R). Méme observation en échangedhet S. Doncc;1(R) etc;11(S) sont simulta-
nément non pivotales ou simulatnément pivotales. Dans le premier cas, le calcul précédent montre qu’elles sont
égales. Dans le second cas, elles sont aussi égales puisque c’est la colonnelpivatédgi a des) partout
sauf unl sur la lignel + 1).
3) Conclusion : pour tout < j < p, ¢;(R) = ¢;(5). Autrement dit,R = S.
On déduit immédiatement de la Proposition 3.18 que pour toute matritexiste une unique matrice totalement
échelonnée? telle gu'il existeE € GL,,(K) vérifiantEA = R.
Cette proposition permet également de définir le rang d’'une matrice quelcehdge’on n'a défini jusqu'a
présent que pour des matrices échelonnées).

Définition 3.19 Le rang deA est le rang dda matrice totalement échelonnéeassociée & (c.a.d. le nombre
de lignes non nulles ou de colonnes pivotales de la mafice

3.2.3 Familles libres, Indépendance des colonnes pivotales

Définition 3.20 Soientx, ..., x, p éléments d'un espace vectorigl On dit que la famille(z4, ..., z,) est
libre (ou encore que les vecteuts, . . ., x,, sont linéairement independants) si pour t¢u, . . ., o) € KP,
Oé1$1+"'+06pmp:0:>041:"':Oép:()-

Autrement dit, une famille de vecteurs est libre si la seule maniere d'écrire une combinaison linéaire nulle de ces
vecteurs est de prendre tous les coefficients égauxlaevient au méme de dire qu’aucun des vecteurs de la
famille ne peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

Exemples

1) Les vecteurs colonnds; € M., 1 (K) (composés dé a I'exception d’unl sur lai®™* ligne) sont linéairement
indépendants dan$t,, ; (K).

2) Les matrices élémentairés ; € M,, ,(K) forment une famille libre deV,, ,(K).

3) La famille {X"}<i<, estlibre dans 'ensemble des polyndmes de degré

Proposition 3.21 SoitA € M,, ,(K). Alors les vecteurs colonnes deforment une famille libre si et seulement
siKer(A) = 0.

1
Démonstration : Pour toutX = | : | dansM,,;(K), on aX € Ker(A) ssiAX = 0ssizici(A) +--- +
Tp
zpcp(A) = 0. DoncKer(A) = {0} ssi la seule combinaison linéaire dgA), ..., c,(A) égale & est celle ou
tous les coefficients sont nuls, autrement dit ssi les vecteurs colen®s . . ., ¢, (A) sont indépendants.

Proposition 3.22 Soit A € M,, ,(K) une matrice échelonnée non nulle. Alors les colonnes pivotaled de
forment une famille libre.
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Démonstration : Soit1 < r < n le nombre de lignes non nulles de Pourl < ¢ < r, on notej; I'indice
de la colonne qui contient le premier terme non nul de la ligrear le point 2. de la définition d’'une matrice

ai,5;
échelonnéej; < --- < j,. Pourl < ¢ < r, la colonne d'indicej; est de la forme;, (A) = aiéji avec
L 0 -
a; ;, # 0. Soientay, ..., o, € Ktels que le vecteur colonn® := «;cj, (4) +- - - +arc;,. (A4) soit nul. La ligner
de X esto,a, ;.. Donca, = 0. On montre de méme (par récurrence) aye; = - -- = a; = 0. Donc la famille
des colonnes pivotales est libre. m

3.2.4 Construction du noyau par les solutions spéciales

Proposition 3.23 Soit A € M, ,(K). Soitr le nombre de colonnes pivotales (ou de lignes non nulles) de la
matrice totalement échelonnée a partir de(c.a.d le rang ded) et J’ 'ensemble des indices des colonnes non
pivotales. Alors il existe — r vecteurs colonnesS; € M, ,(K), j € J’ qui sont des éléments du noyaudleet
gu’on appelle “solutions spéciales” du systéme linéaire homogéie= 0 tels que

(1) tout élément d&er(A) peut s’écrire comme une combinaison linéaire de la faniiflg) ;< -,

(2) lafamille (S;);ec - estlibre.

Démonstration : |l existe E € GL, (K) telle queR := E A soit totalement échelonnée. On a vu a la proposition
3.12 queKer(A) = Ker(R).

Maintenant, on note le nombre de colonnes pivotales (ou rangytletJ = (j1,.. ., j.) les indices des colonnes
pivotales,J’ les indices des colonnes non pivotales. On note égalemeat.M,, ; (K) le vecteur colonne (qui a
doncp lignes) dont tous les coefficients sont nuls saufl&® qui est égal &. On note enfink; ; les coefficients
deR.

Etape 1 - Construction de la famille des solutions spéci@l&g <. On reproduit ici dans le cas général la
construction effectuée dans les exemples 3.13, 3.14 et 3.16. Pour chaque colonne nonjpizotéle on va
construire une solution spéciafe du systéme linéaire homogéreX = 0. Soit doncj € J'.

1. Considérons d’abord le cas g j; ; comme la matrice est totalement échelonnée, ejjgast la premiére
colonne pivotale, la colonng (A) est donc nulle. En posant = £, on obtient :AS; = ¢;(A) = 0.

2. Supposons maintenant qyest tel qu’il existel < i < r—1telquej; < j < j;+1 ; alors on sait que;(R)
peut s’écrire comme combinaison linéaire des colonnes pivotales précédsgiifes= R jc;, (R)+---+
Ri,jcj,i (R) On déflnltS] = _Rl,jEj1 + = Ri,jEji + Ej. Alors

RSj = —ay15¢5,(R) — -+ — ai ¢, (R) + ¢;(R) = 0.

3. Enfin, sij > j,., on définitS; = —R, ;E;, —--- — R, ;E; + E; eton vérifie de méme quesS; = 0.

Etape 2 - La famille des solutions spécialé§) ;< ;- est libre.CommeKer(A) = Ker(R), la famille (S;);¢.; est
une famille de vecteurs d€er(A). Montrons que la famillgSs, ..., S,} est libre. Soienty; € K, j € J’ tels

gue
Z Oéij =0.

jeJ’

Fixonsi € J'. La lignei de.S; est1 alors que pour tout # 4, la lignei de S; est0. On obtient donc en calculant
la ligne: dans I'égalité précédente que = 0. Comme cela est vrai pour totiton a bien montré que la famille
(Si)ieJ’ est libre.

Etape 3 - La famille des solutions spécialgs) ;c;» engendreKerA. Montrons que la famille{Sy, ..., S,}
vérifie la condition (1). SoiX € M,, ;(K). On va d’abord montrer qu'il existes, ..., «, € K tels que
X = Z Oéij + ZO&J‘E]‘ (322)
jeJ! jeJ
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x1

En effet, notonsY = | : | = >°%_, ;E;. Pour chaqug € J', S; est de la forme; + 3, ; 5, E;. Donc il

Lp
existe des nombreg; pourj < J tels que

Z JJij = Z ijj + Z’)/jEj.
JjeJ! jeJ’ JjeJ
On en déduit que
p
X = ZIIJJ'E]' = Z l'jEj + ZI]‘E]‘ = (Z fﬂij — Z’YJE]) + Zl‘jEj
Jj=1 Jjed’ jeJ JjeJ’ Jje€J jeJ

ce qui prouve (3.2.2).
Si on suppose de plus qué € Ker(A), alors (3.2.2) implique

0=RX =Y o;RS;+ ) o;RE; =Y o;RE;
JjeJ’ JjeJ jeJ

puisqu’on a vu que le§; étaient dans le noyau de. Ainsi, 0 = Zje] aj;c;(R). Or les colonnes pivotales de
forment une famille libre, donc on@; = 0 pour toutj € J. En reportant dans (3.2.2), il vient

X = Z Oszj,

jeJ’

ce qui est exactement la condition (1).

3.2.5 Exercices

Résolution de systéemes linéaire homogenes et noyau

Exercice 74 (Solutions spéciales et noyaufour les trois matrices suivantes,

A= 1 2

o O O
S O O
o O O
o O O

B=lt 4| c-l& 8

1. Donner les colonnes pivotales et non pivotales
2. Donner les solutions spéciales du systeme linéaire homogéene associé.
3. Donner le noyau de la matrice.

Exercice 75 (Résolution de systémegoit les matrices :

1 1 2 -1 1 10 2 -1 1
-1 0 1 0 -1 01 0 0 1
A= 0 01 -1 B= 0 01 1 -1 1
0 1 0 1 0 101 0 1

1. Quelles sont les colonnes pivotales et les colonnes non pivotales ?

2. Déterminer des solutions spécialesAle = 0 en prenant 1 pour la variable libre et O pour toutes les autres
variables libres.

3. Déterminer le noyau dd en I'écrivant comme I'ensemble des combinaisons linéaires de solutions spéciales
puis en donnant les équations qui le définissent.
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Exercice 76 (Résolution de systéemes homogénd’§soudre les systémes linéaires suivants, en procédant de la
méme facon que dans I'exercice 75 :

z -z = 0
{ii i_ z - _ 8 y + 22 — w = 0
zr + 2y + 3z — w = 0
xr - y + =z =0
Y + w = 0 a — b + 3¢ + d — e =0
3r — 2y 4+ 3z 4+ w = 0 {Qa - b 4+ ¢ + d + e =0
-y - w = 0

Exercice 77 (Noyau et matrice totalement échelonnéefonstruire la matrice totalement échelonngeles ma-
trices suivantes, donc on connait les dimensions et le noyau.

1. A e M3(R),Ker(A) = {0}
1

2. Ae M3(R),Ker(A) = {t [2| ,t € R}
3

3. Ae M3(R),Ker(A) = {z = (z1,72,23) € R® ;21 + 22 + 23 = 0}
4. Ae M375(R),KGI‘(A) = {LU = (l‘1,l‘2,$3,$4,$5) € R ;1 + T2+ X3+ T4 +T5 = 0}

1 0
5. A€ Mys(R),Ker(A) ={\|1]| +p |0| , \peR}
0 1

Exercice 78 (Construction de matrices) Construire une matrice dont le noyau contient le vecteur de compo-
santeq1, 2,0) et 'image les vecteurs de composanted, 1) et (0,0,1)

Exercice 79 (Noyau et image)

1. Construire une matricel carrée d’ordre 2 dont le noyau est égal a son image.

2. Peut-on construire une matricé carrée d’ordre 3 dont le noyau est égal & son image ?
3.3 Reésolution d'un systeme linéaire genéral

Soit le systéme linéaireaéquations ep inconnues :

a1 171 + ai 22 + ...+ a1,pTp = b1
a2,1%1 + a3 2%2 + ...+ a2 pTp = bQ

;121 + Q;2T2 + ...+ G pTp = b;

an,1T1 + An 222 + ...+ A, pTp = bn

a/l,l a172 . G/l)p
N .. . _ | a2 az.2 ... Q2p

On met le systéme sous forme matricielléz: = b, avecA = , A e M, ,(K).
ap1 Apn2 ... GQpp

Rappelons que résoudrer = b revient également a demander dusoit une combinaison linéaire des colonnes
de A; en effet, le produide s’écrit aussicici (A) +z2ca(A)+- - -+zpcp(A) Olc;(A) désigne la-éme colonne
de A.

Donc le systemedx = b admet une solution si et seulement si le second memhbeest danslm(A).

1 0 1 0 1 0
Exemple 3.24SoitA= | 2 1 |.Alorsdz=| 2 1 [ il } =21 | 2 | 42| 1
3 2 3 2 2 3 2
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DoncIm(A) est un plan dan®3. Pour unb quelconque, il n’y pas de raison qu'il y ait une solution au systéme
Az = b, sauf sib est dans le pladm(A). Par contre sib = 0, alors il y a une solution, ca® € Im(A) car
(rappel) A0 = 0. On rappelle d'ailleurs en passant que(A) est un sous-espace vectoriel et a ce titre, doit
contenir le vecteur nul.

ATTENTION : ne pas confondrém(A) avec I'ensemble des solutions de: = b, Im(A) est un sous-espace
vectoriel deR™, alors que I'ensemble des solutions 4@ = b est un sous ensemble & qui n’est un sous-
espace vectoriel dR? que sib = 0.

L'étude du noyau de la matrice nous permet d’énoncer le résultat suivant :

Proposition 3.25 (Solutions du systéme généralx = b) SoitA € M,, ,(R) une matrice réelle & lignes etp
colonnes. Soib € R™. Alors :

1. Sib € Im(A), le systéme linéaire admet au moins une solution.
2. Sib ¢ Im(A), le systéme linéaire n'admet aucune solution.

3. SiKer(A) = {0}, toutes les colonnes sont pivotales—= p et le systéme linéaire admet au plus une
solution.

4. Sib € Im(A) etKer(A) = {0}, toutes les colonnes sont pivotaless p et le systéme linéaire admet une
solution unique.

5. Sib € Im(A) etKer(A) # {0}, le systéme linéaire admet une infinité de solutions.

Démonstration : Dire qu'il existex € RP tel queAx = b est équivalent a dire queest une combinaison linéaire
des colonnes dd, et donc qué € C'(A) oub € Im(A). Ceci démontre les points 1 et 2.
Supposons que ety sont des solutions déx = b. Alors A(x — y) = 0, c.a.d.x — y € Ker(4) On en déduit
le point 3.
Le point 4 découle des points 1 et 3.
Supposons maintenant gbéec Im(A) et Ker(A) # {0}. Donc par le point 1, il existec, qu'on va appeler
solution particuliére, telle qudx, = b. Par hypothése, il existe, # 0 tel queAz,, = 0. Il est alors facile de
Voir quex;, + sx, est solution dedx = b pour touts € R.

|

Pour résoudre pratiguement le systéfe = b dans le cas général, on va procéder comme dans le caftait
inversible, c.a.d. par élimination (ou échelonnement), grace au résultat suivant :

Proposition 3.26 SoitA € M,, ,(K), E € GL,(K) etb € M,, 1(K) (c.a.d.R™ dans le caK = R). Alorsx €
M, 1(K) (c.a.d.RP dans le cak = R)est solution du systéme linéaidzc = b si et seulement st € M, ; (K)
est solution du systéme linéaifedx = Eb.

Le plan d’'action pour résoudre pratiquement le systetwe= b est le suivant : est échelonner totalement la
matrice augmenté@ﬁl b] . La forme totalement échelonnée de la matrice augme{lﬁtéec] nous permet de ve-

rifier si le second membre est dans I'image. Si c’est le cas, elle nous permet de construire une solution particuliére
x, € R? telle queRx,, = c, ce qui est équivalent (par la proposition 3.28#, = b.

Ensuite, la forme totalement échelonnée de la maftio®us permet de construire les solutions spéciales et donc
tout le noyau, comme on I'a vu au paragraphe précédent.

On ainsi construit 'ensembl& des solutions du systéme :

p—r
S={xp, +xy,z, € Ker(A)} = {x, + Zaksk},
k=1

ou les vecteurs;, sont les solutions spéciales du systeme homogéne- 0 construites au paragraphe précédent.
Nous allons maintenant étudier quelques exemples pour voir comment ¢a marche en pratique.

3.3.1 Exemples de résolution de systemes

Exemple 3.27
2I1 + 2.I2 - 2I3 =5
7ZE1 + 712 +x3 = 10
51’1+5£C2—£L'3 =5
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2 2 =2
Onaicin = p = 3, et la matrice du systeme estdaAic= |7 7 1
5 5 —1
2 2 -2 5 1 1.0 0
Lamatrice augmentéeest:= [7 7 1 10|, etsaforme totalementéchelonnée (ex®)= [0 0 1 0
5 5 —1 5 0 0 0 1

La derniére ligne ded demande 0 = 1 : on “lit” dans cette derniere ligne de la matrice que le vectenlest pas
dans I'image ded, et que le systéme n’admet pas de solution.

Dans le cas ob est dans I'image dédl, on sait qu’on a au moins une solution au systéme linéaire. Pour trouver
les solutions d’'un systéme linéaireX = b, l'idée est de chercher une solution particuliggepar I'algorithme
d’échelonnement total. Une fois cette solution calculée, on remargque ensuite que si on a une autrebsilution
méme systemelx = b, alorsA(x — x,) = Az — Az, = b — b = 0. La différencex — x, est donc dans le
noyau deA.

On obtient donc toutes les solutions du systéme linéaltéz = b sous la former, + x,, z, € Ker(A). En
particulier, il existe une unique solution lorsgiier(A) = {0} (etb € Im(A)).

Trouver une solution particulieee, du systemedx = b est facile a partir de sa forme totalement échelonnée : on
met toutes les variables correspondant aux colonnes non pivotales a 0, et on résout (si c’est possible) le systeme
des variables pivotales : on obtient ainsi une solution particuigre

Soit A la matrice augmentée du systéme, d’ordre (p + 1) (n lignes,p + 1 colonnes), définie par

ai i a2 e a1,p b1
~ a1 as 2 ... Qg b2
A=[A b= | ™ »

ni Gn2 ... Gpnp by

On effectue I'algorithme d’échelonnement total sur la matrice- [A b] pour arriver a la forme totalement
échelonnéd? = [R  d].

Examinons les différents cas possibles selon les valeursgetr, our est le rang de la matrica (le nombre
de lignes non nulles d& et donc aussi de colonnes pivotales) .

1. Cas d’'une matrice carrée :n = p, avecR = 1d,,, i.e.r = n, alors la matriced est inversible et le systeme
admet une solution unique = d.

Exemple
xr1 + 2$2 =4
3%1 + 71’2 =13

1 2 4 . P
3 7] etb = [13} . Matrice augmentée A = [

1 0 2
0 1 1

On a doncR = 1d,, (R est la forme totalement échelonnée/gief% est la forme totalement échelonnée de
A) et on “lit" donc une solution,, du systéeme dans la matriéequi représente le systeme linéaire :

Tr1 = 2

To = 1
Remarquons gue la matrice est inversible et que son noyau est ré@itl2a solution unique du systéme
estdoncX =z, + 0 = [ 2 ] .

Forme matricielle :Axz = b avecA = { L2 4] .

3 7 13

Forme totalement échelonnée (exd) = [

1

2. Cas d'une matrice carrée telle queR # 1d,, r < n alors R a au moins une ligne nulle. Si toutes les
composantes dé correspondantes aux lignes nullesilsont nulles, les équations sont compatibles et le
systéme admet une infinité de solutions (parce que le noyatiwest pas réduit §0}). S'il existe une
composante dd non nulle et qui correspond a une ligne nulle Realors le systéeme n’a pas de solution
(parce quel ¢ Im(A)).
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Exemple
x1+2m3:b1
x1+x3 = by
3 = b3
1 0 2 by
Le systéme s'écrit sous forme matricieleX = b, avecA = |1 0 1| etb = |be|. La matrice
0 0 1 bs
1 0 2 b
augmentée du systéme s’écfit= |1 0 1 bo|.Lalgorithme d’échelonnement total donne :
0 0 1 b3
1 0 2 b 1 0 2 by 1 0 2 by
10 1 bo| 25700 0 =1 ba—t| 2900 0 =1 by—b
0 0 1 b3 0 0 1 b3 0 0 0 b3+by—b

A ce stade, on a effectué seulement I'échelonnement de la matrice. En écrivant I'équation donnéee par la
derniére ligne de la matrice augmenté@:0 0 bs + b2 — b1), on voit déja que pour espérer avoir une
solution, il faut queb satisfasse la condition de compatibilité= b3 + b — b;.

(a) Sib ne satisfait pas cette condition, aldre’est pas dankn(A) et le systéme linéaire’admet pas
de solution

(b) Simaintenanbd satisfait la condition de compatibilité= b3+ b2 — b, (b est dandm(A)), on continue
la procédure d’échelonnement total pour calculer la solution du systéme :

1 0 2 by a1 1 0 2 by () 1 0 0 2by—0b
0 0 -1 by — by 25710 0 1 by — bo 257100 001 by — bs
0 0 0 bg+by—0y 0 0 0 b3+by—10 0 0 0 bg+by—101

On “lit" alors une solution dans les deux premieres lignes de la matrice totalement échelonnée qu'on
a ainsi obtenuex; = 2b, — by, 3 = by — bo. Notons que I'on peut choisir, de maniére arbitraire.

2by — by
Si on choisitz; = 0, on obtient une solution particuliéte, = 0 du systemedx =

b1 — by
b, a laquelle on peut ajouter n'importe quel élémeptde Ker(A). On détermine alors la solution
spéciale du systeme homogene (c’est-a-dire avec second membre nul) en remarquant qu’il n’y a qu’une
seule colonne non pivotale, la deuxieme, et on peut écrire la combinaison ligégife) + co(R) +

0
Oc3(R) = 0. Une solution spéciale est domc= |1| . Le systétme admet une infinité de solutions,
0
qui sont de la forme :
2by — by
T, + As = A , AeR.
by — by

Exemple Résoudre le systéeme :
201 + 229 — 223 =5
7£E1 + 7582 +Z3 =10
51’1+5£C2*(L’3 =5

2 2 =2 5
Onaicin = p = 3, etla matrice augmentée du systémedkst |7 7 1 10|, et sa forme totalement
55 -1 5
1 100
échelonée (exo)R = [0 0 1 0] .On “it" alors dans la forme totalement échelonnée que le second
0 0 01
membre n'est pas dans I'image de(parce que la derniére ligne donfie= 1) donc le systéme n’a pas de
solution.
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Remarquons que les solutions du systeddé = 0 se trouvent en remarquant que la matrtéotalement
échelonnée dd (les 3 premiéres colonnes @ a 2 colonnes pivotales et une non pivotale, la seconde. On
remarque ques(R) = ¢;(R) (la seconde colonne est identique a la premiére) ce qui donne comme solution

-1
spéciale (1) . Les solutions delxz = 0 sont les multiples de cette solution spéciale.
0
-1
Ker(A) =< A (1) ,(AER
0

3. Casn > petr = p. On a dans ce cas une matrice rectangulaire “debout”, plus haute que large, et aucune
ligne nulle. Donc on n'a aucune colonne non pivotale (puisguep). Le noyau de la matrice est réduit a
{0}. Prenons un exemple :

1 1 by
A= |1 0| etb= |by
2 3 bs

Cherchons pour quél le systtmedx = b admet une solution. L'échelonnement total de la matrice aug-
mentée s’écrit :

1 1 b 1 (<1) 1 1 b1 T (=2) 1 1 b1
1 0 bof =710 =1 bo—by| =7 [0 -1 bo—by
2 3 b3 2 3 bs 0 1 b3—2h
Toa(1) 1 1 b1 Tua(1) 1 0 b Da(-1) 1 0 ba
— 0 -1 bg*bl — O -1 bg*bl 0 1 blfbg
0 0 b3—3by+bo 0 0 b3—3by+0bo 0 0 b3—3by+ by

La lecture de la forme totalement échelonnée donne que :
(a) Les deux colonnes sont pivotales, donc le noyau de la matrice est rddJit a

(b) Le second membrizest dans I'image dd si I'équation de compatibilités — 3b; + b, = 0 est vérifiée.
(c) Sib e Im(A)alorsily aune unique solutian = {b b2 b ] .
1 — 02

4. Casn < p etr = n. Il s’agit d’'une matrice plus large que haute “rectangulaire couchée”, dont toutes les
lignes sont non nulles. Il'y a donc forcément des colonnes non pivotales, et le noyau de la matrice n’est donc
pas réduit . Comme il n'y a pas d’équation de compatibilité, le second membre est dans I'imatestie
on a donc une infinité de solutions, de la forme+ x,, , € Ker(A).

Exemple Résoudre le systeme :
T+ a3 =2
xr1 + a9 + Tr3 = 4

La matrice augmentée du systéme est al Flls : (1) 1 421

On lit alors dans la matrice totalement échelonnée :

.L’échelonnementtotaldonn[% (1) (1) g]

(a) Une solution particuliére du systéme est donné par le second membre (I'inconnue arbitrajye est
2
qu’on prend égale a Oy, = |2
0
(b) Le noyau de la matrice du systéme s’obtient en remarquant que la troisieme colonne est non pivotale
—1
et égale a la premiére. On a donc comme solution spéciale du systéme horiogend
1
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(c) On adonc une infinité de solutions, qui sont de la forme

2 -1
r=xp,+As= |2/ +X| 0|, ek
0 1

En résumé, il y a quatre possiblités pour les solutions d'un systeéme linéaire, selon tedeatematrice :

r=n et r=p matrice carrée inversible Az = b a une solution unique

r=n et r<p matricerectangulaire “couchée” Az = b a une infinité de solutions
r<n et r=p matricerectangulaire “debout” Az = b a 0 ou 1 solution (unique)
r<n et r<p matricequelconque Az = b a0 ou une infinité de solutions

3.3.2 Caractérisation d'une matrice inversible
Lemme 3.28 SoitA € M,,(K) une matrice totalement échelonnée telle Hlue(A) = {0}. Alors A = 1d,,.

Démonstration : Par la proposition 3.234 n’a pas de colonne non pivotale. Donc I'ensemble des indicéss

0

colonnes pivotales est= (1, ..., n) (autrement ditj; = ¢ pour tout:). De plus, on a (voir (3.2.1)),(4) = |1

ou le1 est sur laj éme ligne. DoncA = 1d,,. =

Corollaire 3.29 SoitA € M,,(K), on a équivalence des propriétés suivantes
1. Aestinversible.
2. Ker(A) = {0}.
3. Im(A4) = M,, 1(K) (= R™ dans le cas de matrices réelles).

Démonstration : SupposonsA inversible. Montrons qu&er(A) = {0}. Soit X € Ker(A). Alors AX = 0,
doncA—'AX =0,dou X = 0.

Montrons qu’on a ausdin(A) = M,, ; (K). NotonsB l'inverse deA. SoitY € M, ;(K). AlorsY = A(BY)
ce qui montre qué&” € Im(A). DoncIm(A) = M,, ;(K).

Supposons maintenant giier(A) = {0} et montrons quel est inversible. SoiEl € GL,, (K) telle queE A soit
totalement échelonnée. Comier(E) = {0} (car E est inversible), on &er(FA) = Ker(A) = {0}. On en
déduit par le Lemme 3.28 queA = Id,,, doncA = E-'EA = E~! estinversible.

Supposons enfin quen(A4) = M,, 1(K) et montrons qued est inversible. SoiZ € GL, (K) telle queEA
soit totalement échelonnée. Come(E) = M, 1(K) (car E est inversible), on dm(EA) = M,, 1(K).
Donc EA n’a pas de lignes nulles ; autrement dit, leignes deF A ont un premier coefficient non nul. On en
déduit, en notant comme toujoufs < --- < j, les indices des colonnes pivotales, gye= 1,...,j5, = n
(car il y a exactement lignes non nulles et colonnes dans la matrice). Comrbed est totalement échelonnée,

¢;(EA) = |1] oulel estsur lag éme ligne (voir (3.2.1) ). Don& A = Id,,, ce qui montre quel est inversible.

_0_

On déduit des deux précédents corollairesuge’ matrice carrée est inversible si et seulement si elle admet
une forme totalement échelonnée égale a I'identité.
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Corollaire 3.30 SoitA € GL,(K). Alors A peut s’écrire comme le produit de matrices élémentaires.

Démonstration : L'algorithme d’échelonnement total (Théoréme 2.34) montre qu’il exispeoduit de matrices
élémentaires telle quB A soit totalement échelonnée. ComiRel est inversible, on en déduRA = 1d,, par le
Corollaire 3.28. Doned = P~1. On conclut par le corollaire 2.20. L]

3.3.3 Exercices

Exercice 80 (Ecrire une matrice et résoudre un systéemeltcrire sous forme matricielle le probléme suivant
Trouver deux quadruplets différents dlentiersa, b, c etd tels que :

La moyenne de etb est35,
la moyenne dé etc est—22,
la moyenne de etd est—39,
et la moyenne de etd est18.

Exercice 81 Calculer le rang des matrices

1 2 3
1 -1 3 5 1 -1 0 -1
A=|12 0 -1 3 1 et B=| 3 -1 2
3 -1 2 8 2 5 3 8
1 1 2
Exercice 82 Calculer le rang des matrices
1 1 2 11 1 0 0 0 1 1 1 1 1 3 1 1 1 1 2
21 1 11 1 1.0 0 O o 2 1 1 2 0o 2 1 1 2
T 11 21},j]1010O0f{f,{1 1 12 2]|,]1 1 1 2 2
2 1 1 1 1 1 0 0 1 0 2 1 1 1 3 2 1 1 1 3
1 1 1 1 2 1 0 0 0 1 1 -1 1 1 0 1 -1 1 1 0
1 1 2 -1
. . , . . . -1 01 0
Exercice 83 (Suite de I'exercice 75)50it la matrice :A = 0 0 1 -1
0 1 0 1
(a) Quel est le rang de la matricd ?
(b) Soith € R*. Résoudre le systéme linéaife: = b.
1 ¢t 1 1 1 ¢
Exercice 84 Calculer, pour tout € R le rang des matriced/; = | ¢ 1{etN,=[1 t 1
1 ¢t 1 t 1 1

Exercice 85 (Ligne Attila) Si une matrice totalement échelonnée a toute sa premiére ligne remplie de 1, quel est
sonrang ?

2 4 6 4 b1
Exercice 86 SoitA= |2 5 7 6| etb= |by
2 3 5 2 bs

1. Echelonner la matrice augmentfé b pour la transformer effU  ¢| ot U est échelonnée.

2. Trouver les conditions su , b, etbs pour queAx = b ait une solution.

3. DécrireImA (plan ? droite ? tout I'espace ?)

4. DécrireKer A. Trouver les solutions spéciales da: = 0.

5. Trouver une solution particuliére au systémie = b = (4, 3,5).

6. Trouver la forme totalement échelonr{éé d} ety lire directement les solutions spéciales et particuliére.

Université Aix-Marseille JPEIP-L1, 27 avril 2010 65 Algébre linéaire, Maths générales |1



3.3. Résolution d'un systeme linéaire général 3. Systémes linéaires et espaces vectoriels
Exercice 87 Résoudre les systémes linéaires suivants :

x -z =1
{iifz Z;é y + 2 — w = 3
r + 2y + 3z — w =7
x - y + =z =1
Y + w = 2 a — b + 3¢ + d — e =1
3t — 2y + 3z + w = 3 {2(1—b+c+d+e:3
-y - w = 4

Exercice 88 (Solution spéciale et forme totalement échelonné&pit A € M; 4(R) telle que le vecteus =
(3,2,1,0) soit la seule solution spéciale du systéme linéaire homogéne- 0.

1. Quel est le rang de la matricé ?
2. Quelle est la forme totalement échelonnéeide
3. Existe-t-il une solution au systéme: = b pour toutb € R3 ?

Exercice 89 (Méme ensemble de solutions méme matrice Spient A et B des matrices telles que que les
systhesAx = b et Bx = b ont le méme ensemble de solutions pour tolEst ce qued = B ?
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Chapitre 4

Bases, dimension et sous-espaces

On va s'intéresser ici a la dimension des espaces et sous espaces et les relations entre certains sous espaces. Vous
avez déja une idée assez claire de ce qu'on entend par 2d ou 3d (ne serait-ce que par les jeux vidéo!) : en 2d, on
est dans un plan, en 3d, on est dans I'espace. On va relier cette notion de dimension a celle de vecteurs libres et
liés (ou linéairement indépendants et linéairement dépendants). En gros, si on a des vecteurs libres d’'un espace
vectoriel, cela veut dire qu'il n’y en a pas en trop, si on a des vecteurs liés, cela veut dire qu'il y en a assez. Pas en
trop ou assez pour quoi ? Pour former ce qu’on appelle une base, qui a exactement le “bon nombre” de vecteurs, et
ce bon nombre est la dimension de I'espace. Vous connaissez d’ailleurs bien (& hake deR? : trois vecteurs

de base pour un espace de dimension 3.

4.1 Bases et dimension

4.1.1 Familles libres, liées, génératrices, bases

On a déja vu au chapitre précédent que des vecteurs, ou éléments d’'un espace ¥ orietits linéairement
indépendants si la seule combinaison linéaire de ces vecteurs dgal@eavecteur nul de I'espace vectoriel) est

la combinaison linéaire dont tous les coefficients sont nuls. Une autre maniére équivalente de le dire : aucun des
vecteurs ne peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres vecteurs.

En particulier, les vecteurs colonnes d’'une matriceont linéairement indépendants si la seule solution du sys-
témeAx = 0 estx = 0, c.a.d. si le noyau de la matrice est réduft0d, qui est ici le vecteur nul d&?, si A

est une matrice x p. Il n'y a aucune autre combinaison linéaire des colonnes qui donne le vecteur nul. Sinon, ils
sont linéairement dépendants.

Définition 4.1 (Indépendance et dépendance linéairepoit £ un K-espace vectoriel. Sofey, ..., e,) une fa-
mille d’éléments dé&.
1. Ondit que la famillgleq, . . ., e, ) estlibre, ou que les vecteusks, . . ., e,, sont linéairement indépendants,
si(ag,...,a,) € K" etae; +--- 4+ aye, =0entrainea; = -+~ = a, = 0.
2. On dit que la famille(ey, . . ., e,,) estliéesi elle n'est pas libre, ou que les vecteers. . ., e,, sont linéai-

rement dépendants s'ils ne sont pas linéairement indépendants.

Si on prend trois vecteurs daRs, ils sont forcément dépendants.

De maniére générale, sietv € E, la famille (u,v) est liée si, et seulement si, = 0 ouv = 0, ou il existe

a € Ktel quev = au : on dit aussi ques etwv sont colinéaires.

Si maintenant on prend trois vecteurs da&s et si I'un d’entre eux est multiple d’'un autre, alors ils sont dé-
pendants. Mais s'ils sont coplanaires, ils sont aussi dépendants, parce qu’'on peut écrire I'un d’entre eux comme
combinaison linéaire des deux autres.

Si on prend trois vecteurs non coplanaires, la seule combinaison linéaire de ces trois vecteurs qui donne 0 est la
combinaison nulle, et donc ils sont libres.

Pour voir si une famille de vecteurs déR™ est libre ou liée, on met chacun des vecteurs comme colonne d’'une
matricen x p, et on cherche le noyau dg ou, de maniére équivalente, on cherche a résoudre le systeme0.

On a vu cela en détails au paragraphe 3.2.
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4.1. Bases et dimension 4. Bases, dimension et sous-espaces
Dans le chapitre précédent, on a vu également que les colonnes pivotales d’'une matrice échelonnée sont linéaire-
ment indépendantes. Donc les colonnes d’'une matrice échelonnée qui n’a que des colonnes pivotales sont linéaire-
ment indépendantes. On va voir dans la suite de ce chapitre que ce résultat reste vrai pour toutes les matrices : les
colonnes d’'une matricd € M,, ,(K) sont linéairement indépendantes lorsque toutes les colonnes d’'une matrice
échelonnée a partir dé sont pivotales, autrement dit lorsque-= r, (r étant le rang de la matrice, c’est-a-dire le
nombre de colonnes pivotales ou encore le nombre de lignes non nulles).

Dans le cas op > n, alors forcément les vecteurs sont linéairement dépendants. En effet, dans ce cas le rang de la
matricer, i.e. le nombre de lignes non nulles, est forcément inférieur strictememiudsquer < n < p. Donc il

existe des colonnes non pivotales qui permettent de définir les solutions spéciales associées dulsystdme

En particulier, le noyau del n'est pas réduit 40} et il existe une combinaison linéaire des colonnes qui donne

0. La famille est liée.

Définition 4.2 (Famille génératrice) On dit que lafamillgey, . .., e, ) estgénératricesi Vectey, ..., e,) = E.
Ceci revient a dire que pour tout € F, il existeay, ..., a, € Ktels que

n
w:alel—l—---—i—anen:g ager.
k=1

On a vu au chapitre précédent que les colonnes d’'une matraggendrent I'espace des colonnesAdée’est la
définition deC(A)), et donc engendrent I'image de(carIm(A) = C(A)).
On définit maintenant un nouvel espace associé a la matrigei est I'espace des lignes de la matrite

Définition 4.3 (Espace des lignes d’une matriceBoit une matricel d’ordre n x p. On appelle espace des lignes
deA € M, ,(K), notéL(A), le sous-espace vectoriel @& engendré par les vecteurs lignes de

L(A) = Vect{¢1(A),...£,(A)},

ou/;(A) représente la-éme ligne de la matricel.
Il est facile de voir queL(A) = C(A?).

Attention, I'ensembleC'(A) (= Im(A)) est un sous-espace vectoriel B&, alors que I'ensembld.(A) (=
C(A") = Im(A?)) est un sous-espace vectorielRie

Exemple 4.4 (Espace des colonnes et espace des lignékgrchons”(A) et L(A) pour la matriceA € M3 2(R)

1 0
définie parA = |0 1|.La matrice transposée dé est doncA! = B (1) 8} . L'espaceC(A) = Im(A) =
0 0

L(A?) est un sous-espace vectoriel Be qui est engendré par les colonnes dec.a.d. les vecteurgl, 0, 0) et
(0,1,0). C'est un plan der3.

L'espaceL(A) = C(A?) = Im(A?) est un sous-espace vectoriel Bé qui est engendré par les lignes de
c.a.d. les vecteurél, 0), (0, 1) et(0,0). C'estR? tout entier.

Les familles génératrices sont utiles pour décrire un espace vectoriel comme I'ensemble des combinaisons linéaires
des vecteurs de cette famille. Par exemple, le plan horizontal Rérest engendré par la famill§(1,0,0),

(0,1,0)}. Enfait, il est aussi engendré par la famild, 0, 0), (0, 1,0), (1, 1,0)} ; et aussi par la famill¢(1, 0, 0),

(0,1,0), (1,1,0), (2,6,0)}... d'ou la question naturelle : peut-on trouver des familles génératrices les plus petites
possibles ? On aura alors le “bon nombre” de vecteurs qui permettent d’obtenir tous les vecteurs de I'espace par
combinaison linéaire. Pour cet exemple, on se convainc facilement qu’on a besoin au miniwwett®irs pour
engendrer le plan horizontal. Pour traiter le cas général, on utilise la notion suivante.

Définition 4.5 (Base) On dit que la familleles, . . ., e,,) est unebasesi elle libreet génératrice.

Exemple 4.6 (Base canonique d&”) Les vecteurs = (1,0) etj = (0,1) forment une base d&?. De méme,
les vecteurs = (1,0,0), 5 = (0,1,0) etk = (0,0, 1) forment une base d&*. Plus géneralement, on appelle
,,,,, n, avece; = (0,...,0,1,0,...,0), ou le 1 est placé en
i-eme position. Les vecteurs de la base canonique sont les vecteurs colonnes de la matricédgentité

La base canonigue est une bas&®demais ce n'est pas la seule ! En fait, on peut observer que
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4.1. Bases et dimension 4. Bases, dimension et sous-espaces
Exemple 4.7 (Base d®™ et matrice inversible) Les colonnes d’une matrigex n forment une base dR” si et
seulement si la matrice est inversible (exercice : voir corollaire 3.29). On voit don®gweun nombre de bases
infini.

Exemple 4.8 (Base d&er(A)) SoitA € M,, ,(R). La proposition 3.23 dit exactement que les solutions spé-
ciales deAx = 0 forment une famille libre et génératrice de I'espace des solutiondxle= 0. Les solutions
spéciales sont donc une baselderA. Comptons le nombre de vecteurs dans cette base r deitang de la
matrice, c.a.d. le nombre de lignes non nulles de la matfic®talement échelonnée a partir de Le rangr

est aussi le nombre de colonnes pivotalestdlén a donc dong — r colonnes non pivotale®, — r solutions
spécialesp — r vecteurs de base poufer(A).

Dans le cas d'une matrice échelonnée, ce sont les colonnes pivotales de la matrice qui forment un€ ése de

Proposition 4.9 SoitA € M,, ,(K) une matrice échelonnée. Alors les colonnes pivotale4 filgment une base
delm(A).

Démonstration : On se souvient (proposition 3.22) que les colonnes pivotglésl), . . ., ¢;, (A) forment une
famille libre. De plus (proposition 3.15), les colonnes non pivotales sont soit nulles soit combinaison linéaire
des colonnes pivotales. Donc toutes les colonnes appartieniént@;, (4),...,c;.(A4)). Donc I'espace des
colonnes est égal¥ect(c;, (A), ..., ¢;.(A)). Autrement dit{c;, (A),...,¢;.(A)} estune famille génératrice de
Im(A). En résumé, c'est une baselie(A). L]

En fait, cette propriété est “conservée” par échelonnement, c.a.d. que les colonnes de lahkrnitkes indices
sont ceux des colonnes pivotales de sa forme échelonnée forment également une®ase @elm(A). On
démontre ce résultat grace au petit lemme suivant, qu’on va d’ailleurs utiliser plusieurs fois par la suite.

Lemme 4.10 SoientA € M, ,(K), P € GL,(K) etl < i3 < --- < i < p. Si(c;,(4),...,¢,.(4))
est une famille libre, resp. génératrice, resp. une basdwé€A), alors (¢;, (PA),...,c;, (PA)) est une famille
libre, resp. génératrice, resp. une baseldg P A).

Démonstration : Il suffit de remarquer que;(PA) = Pc;(A) puis d’appliquer les définitions de famille libre,
génératrice, base. n

Proposition 4.11 Soientd € M,, ,(K) etP € GL,(K) telle queP A soit échelonnée. Notois< iy < --- < i,
les indices des colonnes pivotales®@d. Alors (¢;, (A4),. .., ¢, (A4)) estune base den(A).

Démonstration : Par le lemme 4.10, il suffit d’observer que, (PA),...,c; (PA)) est une base den(PA),
ce qui est le cas puisque dans une matrice échelonnée, les colonnes pivotales forment une base de I'espace des
colonnes. -

L'intérét principal de trouver une base d’'un espace vectoriel est que I'on peut décrire précisément tout élément de
I'espace vectoriel grace a la base. On écrit le vecteur comme combinaison linéaire des vecteurs de la base. Cette
combinaison linéaire donne les composantes du vecteur dans la base, de maniére unique, comme on le montre
maintenant.

Proposition 4.12 (Composantes d’un vecteur dans une bas&oientE un K-espace vectoriel €8 = (eq, . . .,
e,) Une base dé . Pour toutz € E, il existe un unique—uplet(ay, ..., a,) € K" appelé lecomposantes de
x dans la bases5 tel que

n
r=oq1e|+ - -+ aye, = Zakek.
k=1
Démonstration : L'existence des composantes provient du caractére générateur de la famille. L'unicité du
caractere libre. Plus précisément :

La famille (ey, ..., e,) étant une base, elle est génératrice. Par conséquent pourdofy, il existe unn—uplet
a=(ay,...,a,) € K"tel que

n
r=uoq1e+ - -+ a,e, = E Qger.
k=1
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4.1. Bases et dimension 4. Bases, dimension et sous-espaces
Soit3 = (f1,...,0,) € K™ tel que

n
T =pre;+- -+ fpe, = Zﬂkek-
=1

Ona .
(al - 61)61 +- (an - 671)671 = Z(ak - ﬂk)ek =0.
k=1
Or la famille(ey, ..., e,) estlibre. Donay; — 8, = 0 pour toutk = 1,...,n. On en déduit I'unicité du—uplet
. | ]

Remarque : Par définition, toute familléf;),<;<, de vecteurs est une famille génératrice de I'espace vectoriel
engendréVect(f, ..., f,) (Qui est 'ensemble des combinaisons linéairesfde. .., f,). C'est une base de
Vect(fy, ..., f,) si et seulement si la famille est libre.

Définition 4.13 (Matrice d’'une famille de vecteurs dans une baseypoit (e, .. ., e,) une base d'urK-espace

vectoriel E.

— Soientf,,..., f, p éléments de<. La matrice A € M, ,(K) de la famille (f,,..., f,) dans la base
(e1,...,e,)estlamatrice dontlaéme colonne est constituée des coordonnégsabms la basée, . .., e,).
Explicitement, sif; = >, a; je; pour toutl < j < p, alors A = (a; ;).

— Réciproquement, si on se donne une matrces M,, ,(K), on peut lui associer une famille de vecteurs
(f1,--- f,) dontles composantes dans la bdsg, . . ., e,,) sont les vecteurs colonnes de la matrite

Exemple : Considérons I'espace vectoriel des polyndmes de degsélLa famille {1, X, X2, X3} en est une
base. SoienP(X) = X3 +2X —1,Q(X) = X? — 1 etR = 3X3 4+ 2X? + X + 1. Alors la matriceA associée
alafamille{P, Q, R} dans la bas¢1, X, X2 X3} est

-1 -
2 0
0 1
1 0

1
A=

W N ==

La proposition suivante est trés importante en pratique : supposons donnée une famille de vecteurs. On se demande
si elle est libre ou génératrice. On est ramené a la détermination du noyau ou de I'image d’'une matrice construite
a partir de cette famille de vecteurs :

Proposition 4.14 Soit (es, . . ., e,) une base d'urkK-espace vectoriel. Soientf,..., f, p éléments de et
A € My, ,(K) la matrice de la famillg( f+, ..., f,) dans la basée, ..., e,). Alors

1. lafamille (fy,..., f,) estlibre ssiKer(A) = {0} ssi(c1(A),---,c,(A)) est libre.

2. lafamille (f,..., f,) est generatrice sdim(A) = K" ssi(c1(4),--- ,c,(A)) est génératrice d&™.

Démonstration : Pour le point 1., le fait que la famille des vecteurs colonf@gA4),...,c,(A)) est libre

ssi Ker(A) = {0} résulte de la proposition 3.21. Il reste donc & voir qug(A),...,c,(A)) est libre ssi
(fl, ceey fp) est libre. SOit(Oél, S ,ap) € KP. Alors Z?:l Oéjfj =0« E?:l O(j(Z;L:I amei) =0¢&
i (- ajaij)er = 0 & pour toutl < i < m, 3% aja;; = 0 (car la famille (e;) est libre) <
Y1 ajei(A) = 0. Ainsi, (c1(A), ..., c,(A)) estlibre ssify, ..., f,) estlibre.

Montrons le point 2. On a vu au chapitre précédent fuéA) est 'ensemble des combinaisons linéaires des

Y1
c1(4),...,cy(A). DoncIm(A) = K" ssi la famille(c1(A), ..., c,(A)) est génératrice d&™. SoitY := | :

Yn
dansk” ety = y1e1 + -+ + yne, € E. Alors il existe (o, ..., a,) € KP tel quey = Z§=1 ajf; &y =
Z?:l Otj(zzlzl ai’jei) = Z:‘:l(Z?:l ajaw»)ei =y & pourtoutl < i < n,y; = Z?:l Qja; ; < Y =
Z?:l ajci(A). Donc (ci(A),...,cp(A)) est génératrice daris” ssi(f,,..., f,) est génératrice dans. Le
point 2. est démontré. [
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4.1. Bases et dimension 4. Bases, dimension et sous-espaces
Ainsi, pour savoir si la famillé P, @, R) donnée dans I'exemple précédant la proposition est libre ou génératrice,
on calcule le noyau et I'image de la matridepar exemple en I'échelonnant. Ici, on trouve (exercice) que le noyau
est nul donc les colonnes de la matrice sont linéairement indépendantes, donc la(fBpdjilé?) est libre. En
revanche, l'image de la matrice n’est pas t&at(par exemple(1,0,0,0) n’ y est pas). Donc la familléP, Q, R)

n'est pas génératrice de 'ensemble des polynémes de degréles polyndmes constants ne peuvent s'écrire
comme combinaison linéaire d& Q et R).

4.1.2 Dimension d’'un espace vectoriel

Définition 4.15 (Dimension finie) Soit £ un K-espace vectoriel. S'il existe une famille génératrice finieftle
alors on dit queF est de dimension finie. Sinon on dit qu’il est de dimension infinie.

Par exemple, I'espace vectoriRl" est de dimension finie, et I'espace vectoriel des fonctions continuBsidas
R est de dimension infinie.

Théoréme 4.16 (Existence d’'une base¥oit E unK-espace vectoriel de dimension finie. Alors il existe une base
(finie) deF.

Démonstration : On commence par I'observation suivante. Sbit= {f;, ..., f,} une famille génératrice finie
de E qui n'est pas libre. Alors I'un des vecteufs € F s’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs
deF. On en déduit que tous les vecteursBeppartiennent &ect(fy,..., f;_1, fi11,---, f,). Donc

VeCt(f17"'7fp):VeCt(flv--.afi—lvfi—i-l?"'?fp)'

Donc la familleFy = {fy,..., f;_1, fiy1,---, f,} estencore génératrice.
On prouve alors le théoreme. On montre par récurrencé surk que pour tout espace vectorigl contenant
une famille génératricé = {f,,..., f,.} de E, il existe une base d&. Pourk = 1 : soit E tel qu'il existe

F = {f} génératrice, alors ou biefy # 0 auquel casF est libre et donc une base, ou bignp= 0 ce qui veut
dire queE = {0} et la famille a0 éléments est une base Bgc’'est une convention).

Supposons le résultat vrai pokir montrons-le pouk + 1. Soit E un espace vectoriel qui contient une famille
génératrice & + 1 élémentsF = {f,,..., f,.}. Sielle estlibre, c’est une base, et I'hypothese est vérifiée au
rangk + 1. Si elle n’est pas libre, par I'observation préliminaire, il exigtetel que la famille; := F\ {f,}

soit encore génératrice. On applique I'hypothése de récurrence a lfar@me en déduit I'existence d'une base.
Conclusion : S'il existe une famille génératrice finie, il existe une base. L]

Théoréme 4.17 (Dimension et basesoit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases ont
méme nombre d’'éléments. Ce nombre est agieiénsionde I'espace vectoriek.

Demonstration : Notons(ey, ..., e,) €t (fy,..., f,) deux bases d&. Montrons quen = p. On introduit la
matriceA € M,, ,(K) de la famille(f,, ..., f,) dans la basge, ..., e,). Par la Proposition 4.14er(A) =
{0} etIm(A) = K". Soit E € GL,(K) telle queE A soit totalement échelonnée. Ald&r(EA) = {0}. Donc
les colonnes dé&' A forment une famille libre. Donc il n’y pas de colonne non pivotale (par la Proposition 3.15).
Donc le nombre de colonnes pivotales estOn a aussim(EA) = K™. Donc EA n’a pas de ligne nulle (sinon

0

ne serait pas darfisa(E A)). Doncr = n. On en déduip = n. [
0

1

Dans la preuve précédente, on a montré que si une matriee\,, ,(K) vérifieKer(A) = {0} etIm(A) = K"
alorsn = p.

Exemples :

— K™ est unK-espace vectoriel de dimensiar(penser a la base canonique!).

— Lespace M (R) est unR-espace vectoriel de dimensidndont une base est formée des matriéggs =
|:é 8:|, E12 = |:8 (1):|, E21 = |:O 0:|, E22 = |:8 (1):| . Cette baSQE117E12,E21,E22) est appeléé)ase

canonique
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4.1. Bases et dimension 4. Bases, dimension et sous-espaces

— K,,[X] est I'espace des polyndmes de degré:. Une base est formée par les polynéneX’, ..., X". La
dimension d&,,[X] est dona: + 1.

Remarque 4.18 Un sous espace vectoriel d'liirespace vectoriel est Uf-espace vectoriel. On peut donc parler
de dimension d'un sous espace vectoriel.

Définition 4.19 Soit £ unK-espace vectoriel de dimensian

— Les sous espaces vectoriels de dimensisant appelés dedroites.

— Les sous espaces vectoriels de dimengisont appelés dgdans.

— Les sous espaces vectoriels de dimensienl sont appelés ddsyperplans.

4.1.3 Theéoréme de la base incomplete et conséquences

Théoreme 4.20 (Théoréme de la base incomplét&oitp un entier positif f,, ..., f,) une famille libre d'un
espace vectoriels de dimensiom. Soit (g4, ...,g,) une famille génératrice dé. Alors il existe une base
(é1,...,e,) deE telle quee; = f, pour touti < p ete; € {g;,...,g,} pour touti > p.

Démonstration : Soit B une base déZ. On noteA; la matrice de la famillgf,, ..., f,) dansB, A, celle
de (gq,---,9,) et A celle de(fy,..., f,,91,---,9,)- Il existe P € GL,(K) telle que PA soit totalement
échelonnée. On noté := (j1, ..., j,) 'ensemble des indices des colonnes pivotale®de Alors (Proposition
4.9) (¢j, (PA),...,c;,(PA)) est une base den(PA), donc(cj, (A),...,c;,.(A)) est une base dian(A) (par
le lemme 4.10). Commef,,. .., f,) est libre, les colonnes dé, forment une famille libre (Proposition 4.14)
donc aussi celles dBA; (par le lemme 4.10), donc toutes les colonne$dy sont pivotales (Proposition 3.15).
Ainsi j; = 1,...,j, = p, c'est-a-direc;, (A) = c1(A1),...,¢j,(A) = cp(A1). Comme(gy,...,g4) €St une
famille génératricelm(A;) = K. L'espace des colonnes dé contient I'espace des colonnes dg. Donc
Im(A) D Im(Az) = K". Donc(cj, (A),...,c;.(A) = (c1(A1), ..., cp(A1),¢5,,,(A),...,c;.(A)) estune base
deK". On en deduit quef,, ..., f,, Gjir—pr- - ,gj,—p) €stune base d& (Proposition 4.14). =

La preuve donne un moyen pratique pour choisir des vecteurs d'une famille ., g,) permettant de compléter
une famille libre(f,, ..., f,) en une base d&. Il suffit d'écrire la matriceA des coordonnées d¢, ..., f,,
g1, --,9,) dans une base et de ne retenir que les colonnes pivotales dans une matrice échelonnée a partir de

Corollaire 4.21 Soit E un espace vectoriel de dimension

1. Si(fy,..., f,) estune famille libre dé’, alorsp < n. Side plugp = n, alors (f,,..., f,) est une base.

2. Si(gy,---,9,) est une famille génératrice d&, alors ¢ > n et il existe une sous-famille dg;,...,g,)
formant une base d&. Si de plus; = n, alors (g, .. .,g,) est une base d&.

Démonstration : Pour 1., appliquer le Théoreme 4.20f,.. ., f,) et a une base quelconqe,, .. .,g,) de
E. Pour 2., c'est le cag = 0 dans I'énoncé du théoreme. =

Corollaire 4.22 SoitE un espace vectoriel de dimensier®> 1. Soit F' un sous-espace dé. Alors
1) F estde dimension finie.

2) dim F <n.

3) Sidim F'=n,alorsE = F.

Démonstration : Toutes les familles libres d&' ont un cardinalkl n, d’aprés le corollaire précédent. Seit
le nombre maximal d’éléments que peut contenir une famille liboré"d®n a doncp < n et en particulier,
toute famille deF’ qui ap + 1 €léments est nécessairement liee. $6it, ..., f,) une famille libre def" a p
éléments. On va montrer qu’elle est génératricé'de’est-a-dire que tout élément deest combinaison linéaire
defy,..., f,. Soitz € F et considérons la famillef, ..., f,, z). Elle estliée car elle p + 1 eléments. Donc
il existe A1, ..., Ap, pn non tous nuls tels que

M+ o+ A f, +px=0.

Nécessairement. # 0 car sinon)_. A\, f, = 0 avec les); non tous nuls, ce qui contredit que la famille
(f1,---, f,) estlibre. On peut donc écrire

m:%(A1f1+...+>\pfp).
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Donc la famille(f,..., f,) est génératrice. Comme elle est libre, c’est donc une bagé @®nc F' est de
dimension finiep, avecp < n. Sip = n, alors(f,..., f,,) est une famille libre dé& qui an éléments, donc est

une base dé& par le corollaire précédent. Donc tout élémentripeut s'écrire comme combinaison linéaire des

f; qui sont des éléments de Donc tout élément d& est dangd”. DoncE = F. [

4.1.4 Rang d’'une famille de vecteurs

Au chapitre précédent, on a déja introduit le rang d’'une matrice. En particulier, pour une matrice échelonnée, il
s'agit du nombre de colonnes pivotales, c'est-a-dire aussi du nombre de lignes non nulles. On a vu a la proposition
4.11 que les colonngg;, (A), ..., c;, (A)) d’'une matriced dont les indiced < i; < --- < i, sont les indices

des colonnes pivotales d’'une de ses formes échelorihdeas £’ est une matrice inversible, forment une base de
C(A) ouIm(A). En particulierr = rg(PA) estla dimension dan(A).

On en déduit une autre définition possible du rang :

Corollaire 4.23 Le rang d’une matriced est la dimension dé€'(A) = Im(A).

L'échelonnement (partiel ou total) d’'une matridgoermet donc de déterminer son rang et son image (en comptant
le nombre de colonnes pivotales d’'une matrice échelohéssociée &). De plus, on obtient en méme temps
une base de I'image dé en sélectionnant les colonnes deayant les indices des colonnes pivotales.

Proposition 4.24 SoitA € M,, ,(K) etP € GL,(K), Q € GL,(K) deux matrices inversibles. Alors le rang
des matricesA, PA et AQ) sont égaux :

rg(A) =1g(PA) = rg(AQ).

Démonstration : Notonsr le rang deA. Il existe une sous-famille de la famille des colonnesddi®rmant une
base ddm(A). Soientl < j; < --- < j, tels que(cj, (A),...,¢;,.(A)) est une base den(A). Alors par le
lemme 4.10(c;, (PA),...,c;, (PA)) estune base den(PA). Doncrg(A) = rg(PA).

Remarquons ensuite qle(AQ) C Im(A) etIm(A) = Im(AQQ 1) C Im(AQ). La premiére inclusion donne
rg(AQ) < rg(A) etla deuxiéme donngy(A) < rg(AQ). D’'ou le résultat. (]

On définit maintenant le rang d’une famille de vecteurs :

Définition 4.25 (Rang d’une famille de vecteurs)Soit(f, ..., f,) une famille dep vecteurs d’'un espace vec-
toriel E. On appellerang de la famille (f;);, la dimension de I'espace vectoriékct(fy,. .., f,).

Remarque 4.26 Le rang de la famillgf,, ..., f,) estau plus égal & (car (f4, ..., f,) est une famille géné-
ratrice deVect(f,, ..., f,)). Une famille dey vecteurs est libre si le rang de cette famille est égal a

Comment déterminer en pratique le rang d’une famille de vecteurs ? Si on connait les coordonnées de ces vecteurs
dans une base, il suffit d’écrire la matrice de cette famille de vecteurs dans cette base, et de calculer le rang de
cette matrice en I'échelonnant. C’est ce que dit la proposition suivante :

Proposition 4.27 Soit B une base dez. Le rang de la famille(f4, ..., f,) est égal au rang de la matrice des
composantes des vecteyfsdans la bases.

Démonstration : On rappelle (proposition 4.14) qu’une famille de vecteurs est libre ssi les colonnes de la matrice
de cette famille dans une base sont linéairement indépendantes.

On noteX; le vecteur colonne des composantesfjedans la basé3 et A la matrice[X; ... X,]. Soitr le

rang deA. Il existel < j; < --- < j, < ptels queX;,,...,X;, soit une base dém(A). En particulier,

c’est une famille libre. Alors les vecteu(s; , ..., f; ) forment une famille libre. Soif ¢ {ji,...,j-}. Alors

(Xjy, .-+, Xj,, X;) n'est pas libre, donc les vecteurg; ..., f; , f;) forment une famille liée. On en déduit
quef, € Vect(f; ..., f; ) etfinalementquef; ..., f; ) estgenératrice. Dongf; , ..., f; ) estune base
deVect(fy,..., f,) etfinalementg(Xy,..., X,) =rg(fy,..., f,) m

La preuve précédente donne en plus un moyen de trouver une bsisetdg,, . . ., f,). On écrit la matriced de
{f1,---, f,} dans une base. On I'échelonne. On repere les indices des colonnes pijptales- < j,.. Alors
la famille { f , ;. } estune base déect(fy,..., f,)-

FERRR
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Proposition 4.28 Le rang deA € M,, ,(K) est égal au rang del’ € M,, ,,(K). Le rang deA est aussi égal &
la dimension de I'espace vectorie[ A) engendré par les vecteurs lignes de

Démonstration : On peut supposer qué est totalement échelonnée. En effetdsi’est pas totalement échelon-
née, soitP? € M,,(K) telle queP A soit totalement échelonnée. Alarg(PA) = rg(A) etrg(A'P') = rg(A").

On suppose donc désormaigotalement échelonnée.

Montrons que la famille des lignes non nulles ddorment une base de I'ensemble des vecteurs ligned.de
Notonsr le nombre de lignes non nulles deet1 < j; < --- < j,. < ples indices des colonnes pivotales. Alors
pourk € {1,...,r}, lak-iéme ligne/;(A) est de la forme/,(A) = [0 --- 0 1 % --- x]oulelest
placé sur la colonng,.. De plus, les nombres a droite dwsont nuls lorsqu’ils sont sur une colonne pivotale (car
la matrice est totalement échelonnée). Soient . ., o, € K tels queay 41 (A4) + - - - + a..¢,-(A) = 0. Montrons

quea; = --- = . = 0. Le vecteur lignev 41 (A) + - - - + a,-£.(A) a dans sa colonne d'indige le nombrex;,
dans sa colonne d'indicg le nombrexs, etc...Donc on a bien; = --- = a,. = 0.

Comme les lignes non nulles dedonnent par transposition une base des colonnet de= rg(A?). Maisr est
aussi le nombre de colonnes pivotalesAlest doncr = rg(A). Doncrg(A4) = rg(A?Y). [

415 Exercices

Exercice 90 Les familles de vecteurs suivantes sont-elles libres ou liées ?
1. {(1,1), (1,-1),(0,1)} dansR?.
2. {(1,1), (1,3)} dansR?.
3. {(1,2,-1), (-2,1,1),(1,-1,2)} dansR3.
4. {(1,2,-1), (-=2,1,1)} dansR3.

5. {0, uy, ... u,}, u; € R™
6. {u1, w1, ... un}, u; € R™.
7. {e1, ...e,} avece; les vecteurs canoniques &&.

Exercice 91 Soientu, us etug trois vecteurs linéairement indépendantsRie Soita € R. On pose :

V1 = U]+ us
Vo = U1 + 2us + ug

V3 = U2 + QU3

1. Pour quelles valeurs de les vecteurs, v, v3, sontils linéairement indépendants ?

SoitU = [u; uy wus| etV =[vy vy ws].EcrireV sous laformé” = UM ol M estune matrice carrée
d’'ordre 3, et montrer que les vecteuss, v», v3 sont linéairement indépendants si et seulement si la matrce
est inversible.

Exercice 92 Trouver le plus grand nombre possible de vecteurs linéairement indépendants parmi les vecteurs
suivants :

1 1 1 0 0 0
u; = -1 Ug = 0 us = 0 Uy = 1 U = 1 Ug — 0
0 -1 0 -1 0 1
0 0 -1 0 -1 -1

Exercice 93 SoientE’ un espace vectoriel et;, vo, w3 trois vecteurs non nuls.

1. Montrer que si les sous-espaces vectoriels engendrés respectivement paret parv;, vs coincident,
alors la famille{v,, vq, v3} estliée.

2. Laréciproque est elle vraie ?

Exercice 94 DansR? vérifier que les vecteursa, b, ¢} forment une base :
1. a=(21,-3),b=(3,2,-5),c=(1,-1,1)
2.a=(1,1,1),b=(1,1,2),c = (1,2,3)
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Exprimer les vecteur&, 2, —7) et (6,9, 14) dans ces bases.

Exercice 95 Dans I'espace vectorieR?, les vecteurs suivants constituent-ils une base ? (On pourra utiliser la
méthode de I'échelonnement)

1. uy = (1 ~1,0),  wy=(1,0,1),  us=(1,2,3).

2. u; = (1,0,-1), us = (0,1,0), uz = (1, 1,0).
3. u (1,2,3) uy = (2,3,1), us = (0,0,0).
4. u; = (1,0,0), ug = (1,1,0), uz = (1,1,1).
5. u ( 71771) Uz = (177171)7 Uz = (717171)
Exercice 96 Montrer que s{u, . . ., u,,) estune base dR™ et A est une matrice inversible, alofslu, . . ., Au,)

est aussi une badse”.
Exercice 97 Montrer que les vecteurs
up = (0,1,1,1), uy = (1,0,1,1), uz = (1,1,0,1), uy = (1,1,1,0)
forment une base d&*. Dans cette base, calculer les composantes des vecteurs
=(1,1,1,1) et  w=(1,0,0,0).
Exercice 98 On considére, dans I'espace vectoiiel, la famille de vecteurs suivants :
(L,1,a), (1,0, 1), (e, 1,1).
Déterminer en fonction de le rang de cette famille de vecteurs.

Exercice 99 Quel est le rang des systémes de vecteurs suivants ? (On pourra utiliser la méthode de I'’échelonne-
ment). Dire si les vecteurs sont linéairement indépendants et s'ils forment une base.

u; = (1,0,1), us = (1,1,0), ug = (0,1,1).
=(1,0,0,1), us = (1,1,0,0), us = (0,1,1,0), ug = (0,0,1,1).

u; = (1,1,0,1), us = (-1,1,1,0), ug = (0,—-1,1,1), ug = (1,1,1,0).
=(1,-1,0,1),ue = (1,1,-1,1),u3 = (0,1,1,1), uqy = (1,0,1,0).
=(1,0,0,2,5), us = (0,1,0,3,4), ug = (0,0,1,4,7), ug = (2,-3,4,11,12).

S

Exercice 100 Déterminer la dimension des sous-espaces vectoriels engendrés par chacune des 4 familles de
vecteurs ci-dessous. Donnez en une base et exprimer les coordonnées de chacun des vecteurs de la famille dans
la base trouvée.

1. la famille {u1, o, w3, uy, us} avec:

1 2 3 4 5
e 3 4 5 6
uy = 3 ) U2 = 4 ’ U3z = 5 y Uy = 6 ) Us = 7 )
4 ) 6 7 8
2. lafamille {vy,vs, v3,v4} avec:
1 1 0 1
_ 3 2 | -1 _ 0
v = 0 ) V2 = 3 ) V3 = 0 y Vy = 0 ’

1 0 —4 —13
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3. la famille {w;, w2, w3, wy, w5} avec:

) 2 20 -2 8
8 2 10 0 —6
wi; = ) ) wy = ) ’ w3 = ) ) Wy = -1 ) w5 = -3 y
3 -1 5 1 0
4. lafamille {z1, z2, z3, 24} avec :

1 1 -1 2
BE ! 1 R
Z]_ - 1 9 ZQ - 71 9 Z3 - 3 9 Z4 - 73
4 2 0 8

Exercice 101 (Bases et dimension de sous-espaces de matrices)

1 0] (0 1] [0 O] |0 O , . . .
1. Montrer que{ {0 O] , {0 0} , {1 0} , [0 J} est une base de I'espace des matrices carrées réelles
d’'ordre 2 ; en déduire la dimension de cet espace.

Donner une base et la dimension des matrices carrées d'erdre

Donner une base et la dimension des matrices carrées d'erdliagonales.

Donner une base et la dimension des matrices carrées d’erdsganétriques.

ok DN

Donner une base et la dimension des matrices carrées d’erdirangulaires supérieures.

Exercice 102 (Familles de fonctions)Soit £ I'espace vectoriel des fonctions @edansR . Dire parmi les fa-
milles suivantes celles qui sont libres et celles qui sont liées. Ici les vecteurs (au sens éléments d’'un espace
vectoriel) sont donc des fonctions...

1. {f,g,h}, avecf(z) = 2, g(x) = 4sin?*(z), h(z) = cos?(x)

. A{f,g,h},avecf(z) =1, g(z) = sin(z),h(z) = sin(2x).

. {f, g}, avecf(z) =z, g(x) = cos(x).

Af g9, h, k}, avecf(z) = (1 + )2, g(z) = 2% + 22, h(x) = 3 etk(z) = .
. {f,g,h}, avecf(z) = cos(2z) , g(z) = sin®(z) ; h(x) = cos?(z).
.Af,g9,h}, avecf(z) =0, g(z) =z, h(x) = 2.

D 01~ WDN

Exercice 103 (Sous espaces vectoriels et bas&g)ientE un espace vectoriel’ et G des sous espaces vecto-
riels.

1. Montrer queF' N G est un sous espace vectoriel He
2. Onprend iciE = R?, F = Vect (u,v) etG = Vect (w, z) avec :

1 1 0 0
u=|1|,v=|1 |, w=|[1|,etz=] 1
0 1 0 1

(a) Trouver des bases d€ etG.
(b) Déterminer le sous espaden G et en donner une base.

1 2
3. On prend toujoursE = R3, F = Vect (u,v) €tG = Vect (w,z) maisavecu = | 0 |,v=| 0 |,
0 0
0 0
w=|1],etz=1] 0
1 1

(a) Trouver des bases déetG
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(b) Déterminer le sous espaden G. Ce sous espace admet-il une base ?

Exercice 104 (Sous espace vectoriel de polyndmeSpit £ I'ensemble des polyndmes réels de degré inférieur
ou égal a4. On a montré dans I'exercice 67 quieest un espace vectoriel.

1. Donner une base dg.

Soit F' 'ensemble des polyn6mes admettant les racinesa etz = b # a. On a montré dans I'exercice 67 que
F est un sous espace vectoriel He

2. Donner une base de.

3. Etudier le cas: = b.

Exercice 105 Quelle partie du plan décrivent les poir(ts, y) € R? tels que les vecteufd, 1 + ) et (1 — z,y)
forment une base de I'espace vectofig|?

Exercice 106 Soit £ un espace vectoriel &, P’ deux familles finies d&. On suppose que’ C P.
Montrez que sP est libre alorsP’ est libre. Montrer que sP’ est génératrice alor® est génératrice.
Peut-on avoir une réciproque ? Donner une démonstration ou un contre exemple.

Exercice 107 Proposer une preuve du théoréme 4.20 inspirée de celle du théoréme 4.16.

Exercice 108 (Solutions d’'une équation différentielle)
1. Montrer que I'ensemble des solutioSsde I'équation différentielle/” = y est un sous espace vectoriel de
'ensemble des fonctions continuesRieansR.

2. On admettra (théoréme de Cauchy Lipschitz) que la fonction identiguement nulle est la seule solution de I'équa-
tion avec données initiales :

y//(t) = y(t)>t e Ry
y(0) = 0, 4/(0) = 0.

En déduire la solution (unique) de I'’équation différentielle avec données initiales :

y'(t) = y(t),t € Ry
y(O) =a, yl(o) =b.

Trouver la solution génfale de I'équatiaff = y.
3. En déduire qué& est un sous espace vectoriel de dimension 2 dont on donnera une base.

4. Trouver une solution particuliere de I'équatigfi = y + 1. Donner la solution de de I'équation différentielle
avec données initiales :

y'(t) =yt) +1,t € Ry
y(0) =1, y'(0) = 1.

Exercice 109 (Sous espace de matriceg) Quelle est la dimension de I'espace vectafigl (R) ?

2. Donner les six matrices de permutation.tie; (R) .

3. Montrer quel ds est une combinaison linéaire des cing autres matrices de permutation, qu'onote, Ps.
3. Montrer que{ P, ..., Ps} est une famille libre de I'espace vectorigl3(R).

4. Montrer que{ P, ..., Ps} engendre le sous-espaSedes matrices dont toutes les sommes de coefficients par
ligne et colonne sont égales.

5. En déduire la dimension d&

Exercice 110 (Intersection de deux sous espaceSpientE et F' deux sous espaces vectorielskie. On sup-
pose quelim(FE) + dim(F) > n. Montrer queE N F n’est pas réduit au vecteur nul.
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4.2 Sous espaces vectoriels supplémentaires, orthogonalité

4.2.1 Somme et intersection de deux espaces vectoriels

Proposition 4.29 (Intersection de sous espaces vectorielSpientF' et G deux sous espaces vectoriels dkin
espace vectoriely, alors H = F'N G est un sous espace vectoriel He

Démonstration : On remarque tout d’abord qui: € F N G. Soitz,y € F NG et(\ u) € K2 Comme
F et G sont des sous espaces vectorielsfeon sait quehz + py € F et Az + py € G. Par conséquent,
Ax + py € FN G, doncE N G est bien un sous espace vectorielkle L]

On rappelle que 'union de deux sous espaces vectoriels n’est pas forcément un sous espace vectoriel, voir exercice
73. Mais on a vu au méme exercice qu’on peut définir la somme de deux sous espaces vectoriels, qui est aussi
I'espace engendré par I'union des deux sous espaces.

Définition 4.30 (Somme de sous espaces vectorieBpientF” et G deux sous espaces vectoriels dkirespace
vectoriel E. On note

H=F+G={xcEtelsquex =y + zavecy € F, z € G}.
L'espaceH est un sous espace vectoriel Heappelésomme deF et G.

Démonstration : CommeOg € FFN G, on a bien0g + 0 = 0g € F + G. Soitzy,20 € F+ G.Ona
z1 = + 1y, etze = T3 + y, aveCT, 2 € F, y;,y, € G. On a alors pour tout\, ;1) € K2,

Az + pzo = M@ +y)) + p(®2 + yo) = Aoy + pa) + My, + py,) € F+G.

er eqG

On conclut queF 4+ G est un sous espace vectoriel Ee L]

Proposition 4.31 (Famille génératrice d&i’ + ) SoientF et G deux sous espaces vectoriels dKrespace

vectoriel E. Si(fy,..., f,) est une famille génératrice de et (g,,...,g,) est une famille génératrice d@
alors la famille(fy,..., f,.g1,---,g,) estune famille génératrice dé = F' + G.

Démonstration : Soitz € F'+ G.Onaz = x +y avecx € F ety € G. Comme(f,, ..., f,) estune famille
génératrice dé” et(g, ..., g,) est une famille génératrice d¢ on a

r=of1+-Fopf,ety=Lig 4+ Begy
Par suite, on peut écrire
z=arfi+toapf,+0igr+ -+ Begy
Lafamille (fy,..., f,,91,---,9,) estdonc une famille géneratrice fle= I + G. =

Définition 4.32 (Somme directe)SoientF’ et G deux sous espaces vectoriels dKirespace vectoriek. On dit
queF etG sont ensomme directesi F' N G = {0}.

Définition 4.33 (Sous-espaces supplémentaireSpientF’ et G deux sous espaces vectoriels dKirespace vec-
toriel E. On dit queF’ et G sontsupplémentairesdansE, etonnoteE = F & G,siE = F + G etsiF etG
sont en somme directe.

Proposition 4.34 (Premiére CNS pour les sous-espaces supplémentair&ientF’ etG deux sous espaces vec-
toriels d'unK-espace vectoriel. Les espaces’ et G sont supplémentaires si et seulement si tout veatetirEl
s’écrit de fagon uniqgue comme somme d’un vecteur @t d’'un vecteur dé.

Démonstration : Supposons que tout vectenure E s'écrit de fagon unique comme somme d’'un vecteuFde

et d'un vecteur d&; et montrons qué’ et G sont supplémentaires. On a bieh= F' + G. De plus, supposons

par I'absurde qu'il existe € F NG # {0g}. Alors on peut écrire de deux fagons différentes= z + 0p
~~

c€F cG
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etz = Og +_z ce qui contredit I'unicité de I'écriture. Par conséquenty) G = {0g}. Réciproquement si
~— =~

cF eG
E=F+GetFNG = {0g}, toutz € E s'écrit sous la forme = x + y avecx € F ety € G. Si cette
décomposition n’est pas unique, oxa= x; + y; = T2 + y, . On en déduit que; — 2 = Yy, — y;.
—~ N =~ X~ —_——

er G eF cG eF cG
CommeF NG = {0g}, on en déduit quer; — 2 = y, — y; = Op. La décomposition de est donc unique.
N—— N—_——

c€F €G
AinsiE = F & G. ]

Proposition 4.35 (Sous espaces supplémentaires et dimensiddientF’ etG deux sous espaces vectoriels sup-
plémentaires d'urkK-espace vectoriell de dimension finie. On a

dim(F) = dim(F) + dim(G).

Démonstration : Soit (f4,..., f,,) une base dé" et (g,,...,g,) une base dé&. On a vu que(f,..., f,,
g1, ---,9,) estune famille génératrice dé¢ = F' + G. Montrons que c’est aussi une famille libre. On suppose
que
arfr+ - tanf, +5ig + -+ Fpg, = 05
Par conséquent,

arfi 4 +anf, =—Pig) — = Bpg, € FNG ={0p}.
€F el
Par suite
arfi+--+anf, =0getfig, +--+ 59, =0g.
Comme(fy,..., f,) est une base d&' et (g,,...,g,) est une base d&, ce sont des familles libres et par
conséquent,
aj=-=a, =0 =--=8,=0.
On conclut quelim(E) = n + p = dim(F) + dim(G). L]

Proposition 4.36 (Existence d’'un supplémentaire)Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie fétun
sous-espace vectoriel d& Alors il existe un sous-espace vectofietle E tel queF’ etG soient supplémentaires.

Démonstration : Soient(ey,...,e,) une base dé& et (f,,..., f,) une base dé'. La famille (f,,..., f,)

est une famille libre de&&. Le théoréme de la base incompléte (on applique le théoreme 4.20 a la famille libre
(fy,--., f,) etalafamille génératricges, . . ., e,)) nous dit que I'on peut compléter la famill¢,, .. ., f,,) par
€,,---,€;,_, pour en faire une base de. On vérifie alors qu& = Vect(e;,,...,e;, ,) st un sous espace
supplémentaire dé' dansk. m

Proposition 4.37 (Sous espaces et dimensiopientF' et G deux sous espaces vectoriels difirespace vecto-
riel £.Ona
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Démonstration : SoientF; un supplémentaire d8NG dansE etG, un supplémentaire dEN G dansG. Alors
F=F & (FNnG)etG =G, ®(FnNG). Onen déduit

F+G=FaG & (FnG).
Par conséquent,
dim(F + G) = dim(Fy) + dim(Gy) + dim(F N G)
= (dim(F') — dim(F N G)) + (dim(G) — dim(F N G)) + dim(F N G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Proposition 4.38 (Deuxieme CNS pour les sous espaces supplémentairBgjentF’ etG des sous espaces vec-
toriels deE. AlorsE = F & G sietseulement NG = {0g} etdim F' + dim G = dim E.

Démonstration : On a déja démontré le sens direct (proposition 4.35). Il reste & démontrer la réciproque. Suppo-
sons quel' NG = {0} etdim F + dim G = dim FE. Il reste & voir queél = F + G. Par la proposition 4.35, on
adim(F + G) =dim F + dim G = dim E. Donc F' 4+ G est un sous espace dequi a méme dimension qug.

Cela montre qués = F' + G (voir Proposition 4.22). =
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4.2. Sous espaces vectoriels supplémentaires, orthogonalité 4. Bases, dimension et sous-espaces
4.2.2 Sous espaces liés aux matrices

SoitA € M,, ,(K). On va étudier dans ce paragraphe les relations entre les sous espaces suivants liés a la matrice
A. On a déja introduit :

1) I'espace des colonn&s(A), qui est égal dm(A), sous espace d&",

2) I'espace des ligneE(A), qui est égal dm(A?) sous espace de?,

3) le noyauKer(A), sous espace dg®.

On introduit de plus le noyau de la transposéer( A?), qui est un sous espace H&.

On peut établir des relations importantes entre ces différents espaces.

On a déja vu quéim C(A) = dim L(A) = r < n (c’est une réécriture du fait qu'une matrice et sa transposée
ont méme rang).

Avec les résultats qu’on a déja obtenus, on peut facilement obtenir une relation entre les dimenKiarisiflet
Im(A).

Théoréme 4.39 (Théoréeme du rang, version matricielleSoitA € M,, ,(K). Alors
dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) = p.

Démonstration : Ce résultat est une conséquence du fait que les solutions spéciales forment und&asd de

ce qu’'on a démontré a la proposition 3.23 (sans utiliser le mot “base” car a I'époque on n’avait pas introduit les
bases).

En effet, on sait que st est le rang ded, il existe p — r solutions spéciales formant une baselde A. On
rappelle que les colonnes pivotales dd forment une base den(A) et qu'on adimIm(A) = r. On a donc
dimKer A +dimIm(A) =p—r+7r =p. [

Définition 4.40 (Orthogonalité) On dit que deux sous espadégtG deR? sont orthogonaux si pour tout € F
etve G,u-v=0.

Un vecteurz de Ker(A) est orthogonal a n'importe quelle ligne decar Az = 0, ce qui est équivalent a dire
quel;(A)-x =0pouri=1,...,n.

Proposition 4.41 (Somme de sous espaces orthogonalsgientF’ et G de R™ des sous espaces orthogonaux
deRP, alors ils sont en somme directe. On parle dans ce cas de somme directe orthogonale.

Démonstration : Soitu € F' N G. CommeF etG sont orthogonaux, on a dorc- u = ||[u|? = 0. (On rappelle
que||u|| désigne la norme euclidienne du vectayr On en déduit ques = 0. L]

En particulier on ne peut avoir deux plans orthogonaux d&hns.

Théoréme 4.42 (Orthogonalité deker(A) etIm(A*)) SoitA € M,, ,(R). Alors les ensembldser(A) etIm(A")
sont des sous espaces vectoriels supplémentaires orthogon&#x de

De plus, les ensembléger(A') etIm(A) sont des sous espaces vectoriels supplémentaires orthogon&'fx de

Démonstration : On a déja vu que tout vecteur € Ker(A) est orthogonal a n'importe quelle ligne decar
Az = 0. Donc les sous espacEsr(A) et L(A) = Im(A*) sont orthogonaux, et leur intersection réduit®a }.

De plusdim Im(A?) = dim Im(A) = r, et donc par le théoréme du ramgm Ker(A) + dim Im(A?) = p. Onen
déduit par la proposition 4.38 qli€er(A) etIm(A?) sont des sous espaces vectoriels supplémentaire®dans
Par transposition, on obtientimmédiatement que les enseiidbiésl’) etIm(A) sont des sous espaces vectoriels
supplémentaires orthogonaux®e. L]

Les applications de ce théoréme sont multiples. Pour I'instant, nous remarquerons simplement quik's;
alorsz se décompose de maniére uniqueaer= xx + x, ol zx € Ker(A) etz € L(A). On a donc
Ax = Axi + Ax;, = Axp. Donc tout vecteub € Im(A) peut s'écrire commelx, oux; € L(A) On a
méme unicité : tout vectelr € Im(A) peut s’écrire de maniére unique comme, ouxy € L(A); en effet si
b= Axy = Az, alorsx —x, € Ker(A). Oron sait quéer(A)NL(A) = {0g}. On en déduitt, —x/, = 0.
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4.2.3 Les sous-espaces &

Les droites dansR?

On rappelle que les droites sont les sous espaces vectoriels de dinemikion engendrés par un vecteug RP.

Ce sont aussi les noyaux de matricgsaplonnes et de rang— 1. En effet, par le théoreme du rang,Aest une

matrice de rang — 1, son noyau est de dimension 1.

— L' équation paramétrique d’une droite es{x = \e, A € R}, oue est une solution (spéciale, par exemple) du
systemedx = 0.

— Leséquations cartésiennesle cette droite sont constituéesyde 1 équations linéaires qu'on peut par exemple
obtenir en écrivankx = 0, ou R est la forme échelonnée dg qui an — 1 lignes non nulles.

Exemple 4.43 (Exemple dan®?) Les équations cartésiennes d’une droite sont données par

!

a a
axr+by+cz=0 ,
{ ar' +by+cdz=0 " avec i A Ié, 7 0.

Notons gu’une droite vectorielle est I'intersection de deux plans vectoriels distincts.

. . . N a b
Les équations ci dessus peuvent étre écrites sous la fdune 0 avecA = L‘/ Y

est donc bien le noyau dé&. Un vecteur directeur de cette droite est un vecteur qui est orthogonal aux deux lignes
de la matriceA ; il peut étre obtenu en prenant par exemple le produit vectoriel

CC, . La droite en question

a a’ be’ —cb’
e=|bl A V]| = |cd —ac
c c ab’ — ba’

X
Réciproguement on obtient facilement les équations cartésiennes a partir de I'équation parameétsq =
z
«
Ae = X [ 8] :il suffit d’éliminer \ pour obtenir des équations cartésiennes de la droite.

g
Les hyperplans dansR?
Proposition 4.44 Soitp > 2 etay, ..., a, € R non tous nuls. L'ensemblé défini par
F={xecRP, x=(1,...,2,), tel Quezias + z2a2 + ...+ zpa, = 0}
est un sous-espace vectoriellge de dimensiop — 1. On dit queF est unhyperplan deR?.

Démonstration : Soit A = [a1 ap] € M ,(R). Cette matrice est de rang 1. Par le théoreme du rang, son
noyau est de rang — 1, et c’'est justement I'ensemble. =

L'équationaz; + agze + - - - + a7, = 0 est appelééquation cartésiennede I'hyperplan. S(fy,..., f,_1)
est une base dg, par exemple obtenue en calculant les solutions spécialdsde 0, alors

zeFesxz=Mf1+ -+ NS
C’est I' équation paramétrique de F'.

Proposition 4.45 (Droite et plan supplémentaires)Si F' est un sous-espace vectoriel R, alors F' est un hy-
perplan si et seulement si il existe une drditdelle queF et D soient supplémentaires.

Démonstration : Le sous espacé’ est un hyperplan d&™ d'équationa;z, + asx2 + ... + apzp, = 0 SSi

F =Ker(A)oUA = [a; ... ap] € Mj,(R). On en déduit par le théoréme 4.42 gfied Im(A’) = R” (en
fait les sous espacdsetIm(A?) sont orthogonaux), et par le théoréme du ratigy Im(A?) = 1 : le sous-espace
vectoriellm(A?) est donc une droite. La réciproque est immédiate. (]
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Exemple 4.46 (Le cas particulier d’'un plan deR?) On consid ére le plaiiP) dansR? d’équation :z — 2y —

3z = 0. Ceci peut encore s'écrirglez = 0, oUA = [1 -2 73] . Cette matrice est sous forme totalement
échelonée (on I'a fait expres...) Les solutions spécialedde= 0 sonts; = (2,1,0) etss = (3,0,1). Le plan

(P) est engendré par les vecteurset s, L'’équation paramétrique du plan est donc

T =M\s;+Asxcad |y| = A1

Notons que si I'on connait les vecteuwsset s; qui engendrent le plan, on retrouve facilement I'équation du plan
en posanfa, b, ¢c) = s1 A 8o qui est orthogonal &; et s, (le vérifier avec notre exemple).

4.2.4 Exercices

Exercice 111 (Suite de I'exercice 75 Hoit la matrice :

1 1 2 -1
-1 01 O
A= 0 0 1 -1
0 1 0 1

(a) Déterminer une base du noyau de
(b) Déterminer une base de I'image de

Exercice 112 Donner un systéme d’équations pour caractériser la droiteRdequi passe paf et qui a pour
vecteur directeu(2, —1,4).

Méme question avec le plan & qui passe pad et qui a pour vecteurs directeu(s, —1,4) et (1,2, 1).
Exercice 113 Soit F' le sous-espace vectoriel @& engendré par les vecteufs, 1,1), (1,0, —1) et (4,2,0).

Quelle est la dimension dE ? Faire un dessin.
Trouver un supplémentaire deé dansR3.

Exercice 114 Soit F' le sous-espace vectoriel @ donné par :
F={(z,y,2),x+y+z=0et3z = 2z}.

Donner une équation paramétrique die

Méme question avec
G={(z,y,2,t) ERY  z+y—2z=0ety+2z =t}

Exercice 115 Dans I'espace vectoridR? on considére le sous-espace vectodiglengendré par les vecteurs
f1=1(1,0,1,0), f5 = (1,1,0,1) et f5 = (1,2,0,1). On considére aussi le sous-espace vectd@riengendré
parg, = (1,2,-1,2),g, = (0,0,1,0), g5 = (1,3,-2,3) etg, = (0,1,0,1). Vérifier que

dim(F + G) + dim(F N G) = dim(F) + dim(G).

Exercice 116 Déterminer si les sous-espaces vectorielRdeuivants sont supplémentaires, en somme directe :
F={(z,y,2z)telsquer + 2y + 2 =0, z — z = 0} etG = Vect{(1,a,b)}, selon le choix de,b € R.
F = Vect{(1,2,-1),(1,0,1)} etG = Vect{(0, 1, 2)}.
F ={(z,y,z) tels quer + 2y + z = 0} etG = Vect{(1,0,—-1)}.
F ={(z,y,2) tels quex + 2y + z = 0} etG = Vect{(1,2,1)}.

Exercice 117 Soientz, y, u, v des éléments d&*. On noteF et G les sous-espaces vectoriels engendrés res-
pectivement pafx, y} et {u,v}. Dans quels cas a-t-oF & G = R*?

1. z=(1,1,0,0),y =(1,0,1,0),w = (0,1,0,1), v = (0,0,1,1)

2. x=(-1,1,1,0),y = (0,1,—1,1), w = (1,0,0,0), v = (0,0,0,1)

3. z=(1,0,0,1),y =(0,1,1,0), w = (1,0,1,0), v = (0,1,0,1)
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Exercice 118 Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension 4 de I'espace vecibreR”.

1. SoitG un sous-espace vectoriel deorthogonal aF. Quelles sont les dimensions possibleg:d2

2. Méme question si maintenaftest un supplémentaire orthogonakFa

3. Quelle est la plus petite taille possible d’'une matriceont I'espace des lignes eBt?

4. Dans ce cas, combien de vecteurs a une bagéetld, et combien de composantes ont ces vecteurs de base ?

Exercice 119 Soit P le plan vectoriel d’équation — 2y — 3z = 0 dansR3.

1. Trouver la matriced € M, 5(R) dontP est le noyau.

2. Trouver une base formée par des solutions spéciales dufplan

3. Trouver une base dé*.

4. Décomposer le vecteur= (5,4,3) enz = y + z, oly € Ker(A) etz € L(A)(= Im(A")).

Exercice 120 (Noyau ded’4) SoitA € M,, ,(R). Montrer queKer(A*A) = Ker(A).

Exercice 121 (Base d'un hyperplan)Soit P I'nyperplan deR* déquationz; + x5 + 3 + 24 = 0. Donner une
base deP et une base de la droite orthogonalegPa
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Chapitre 5

Applications linéaires

5.1 Définitions et exemples

5.1.1 Application linéaire de E dans F’

Définition 5.1 SoientE et F' deuxKK-espaces vectoriels. On dit qu’une applicatibn £ — F estlinéaire si
1. Pourtoutz,y € E, T(x+y) =T(x) + T(y).
2. Pour toutx € E ettouth € K, T'(Ax) = AT(x).

On noteL(E, F') 'ensemble des applications linéaires fledansF. Si E = F, on parle d’endomorphismede
E et on note simpleme}(E, F') = L(F).

On remarque tout de suite quelsest une application linéaire, aldf§0x) = OF ; en effet, T (0g) = T(0gx) =
OKT(Q’J) = OF.
L'application
E E
IdE . { -

r =T

est une application linéaire appelédentité .

Exemple 5.2 (Produit scalaire et norme)Soita € R? fixé, alors I'application deR? dansR définie paru —
u - a est une application linéaire. Par contre, I'applicatian— |u| ne I'est pas.

Exemple 5.3 (Transposition) L'application de M (R) dans Mz (R) définie parA — A! est une application
linéaire.

Exemple 5.4 (Dérivation et intégration) L'application “d’erivation” de C([0,1]) dansC([0,1]) définie par
f — [ est une application linéaire. De méme I'application “intégration” d&|0, 1]) dansC' ([0, 1]) d’efinie

par f — [ f(y)dy est une application linéaire.

Proposition 5.5 (Propriétés de linéarité) SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels & : E — F . une appli-
cation deF dansF'. AlorsT est une application linéaire d& dansF' si et seulement si, pour tous i € K, et
x,y € E,T(\x + py) = \T'(x) + pT(y).

De plus, siE est de dimension fini€e;,...,e,) une base d&v etT une application linéaire d&& dansF,
alors pour toutr € E,onaT(x) = 21T (e1) + ...2nT(en) OU lesz; sont les composantes dedans la base
(61, ceay en).

Démonstration : Preuve laissée a titre d’exercice... n

On déduit facilement par récurrence sugjue siT’ est une application linéaire dedansF’, alors pour toutr € N
ettoushy,...,\, e Ketxy,...,z, € E,0na

i=1 i=1
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5.1. Définitions et exemples 5. Applications linéaires
Proposition 5.6 (Lespace vectoriell(E, F')) SoientE, F' desK-espaces vectoriels. L'ensemlléeF, F') est un
espace vectoriel. En particulier,
— la somme de deux applications linéaires est une application linéaire :

siS, T e L(E,F),alorsS+T € L(E, F),
— Le produit d’'une application linéaire par un scalaire est une application linéaire :

siT € L(E,F)etacK, alorsaT € L(E, F).

Démonstration : On va montrer qu&(E, F') est un espace vectoriel est un sous espace vectoriel de I'ensemble
des applications dé& dansF. On remarque que I'application nulle: (¢ E — Op) est bien un élément de
L(E,F).

— Soiente,y € Eet\,ucKetS, T € L(E,F).Ona

(S+T)(Az+py) = SAx+py)+T (Axe+py) = AS(2)+uS(y)+AT () +pT(y) = (S+T) () +A(S+T)(y).

Par conséquent + 7 € L(E, F).
— Soientr,y € Eeta,\,u € KetT € L(E,F).Ona

(@T) Az + py) = aT Az + py) = p (A\T(z) + pT'(y)) = A(aT)(x) + p(aT)(y).

Par conséquentyT' € L(E, F).

Proposition 5.7 (Composée de deux applications linéairesSoientE, F, G trois K-espaces vectoriels. La com-
posée de deux applications linéaires est une application linéairs:siL(F,G), T € L(E,F),alorsSoT €
L(E,G)avecSoT(x) = S(T(x)),Vx € E.

Démonstration : Soientz,y € EetA, u € K. SiS € L(F,G),T € L(E,F),ona

SoT(Ax+py) =S (T +py)) =S | AT(x) +uT(y) | = AS(T(x))+uS(T(y)) = ASoT (x)+uSoT (y).
—~— =~

cF eFr

Par conséqueng o T € L(E, G). ]

Attention, en général, les applications linéaires ne commutent pas (comme les matricesS..)e: 8i(E) et
T e L(E),
SoT #ToS.

Prendre par exemple = R? et S(z1,22) = (71 + 22, 72) €tT(x1,22) = (0, x2).

5.1.2 Image, noyau et rang

Définition 5.8 SoitE et F' deuxK-espaces vectoriels. Sditune application linéaire d&’ dansF'. On appelle
— Noyau deT I'ensemble not&erT defini par

KerT = {x € EtelqueT(x) = 0F}.
— Image deT I'ensemble notém7 defini par
ImT = {y € F tel qu'il existex € F tel quey = T'(x)}.

Proposition 5.9 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels. Sditune application linéaire d& dansF'. L'espace
KerT est un sous-espace vectoriel Heet 'espacdmT’ est sous-espace vectoriel fie

Démonstration :
— Onsaitquel'(0g) = 0. DoncOg € KerT'. Pour montrer qu&erT est un sous-espace vectorielEgil reste
donc a montrer que pour tousy € KerT, A\, u € K, on alx + y € KerT.

T(Ax + py) = AT'(x) + pT'(y) = A0 + nOp = Op.

Par conséquenhz + py € KerT.
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5.1. Définitions et exemples 5. Applications linéaires
— Soienty,,y, € ImT C F. Il existex,,xs € E tels quey, = T'(x;) ety, = T(x2). On remarque alors que

T(Ax1 + pre) = XT(x1) + pT(x2) = Ay + 1ys.

DoncAy, + py, € ImT.

Définition 5.10 Soit E et F' deuxK-espaces vectoriels. Sditune application linéaire d&’ sur F'. On appelle
rang de T la dimension de I'espace vectorieh(7') et on le noterg(T).

On donne maintenant le théoreme du rang pour les applications linéaires. Il peut se démontrer a partir de celui
sur les matrices (voir remarque 5.18 plus loin) mais on donne ici une démonstration directe, sans passer par les
matrices.

Théoreme 5.11 (Théoreme du rang)SoientE, F' deuxK-espaces vectoriels de dimension finid'et L(F, F),

ona
dim(FE) = dim(Ker (7)) + dim(Im(7")).

Démonstration : Soient(uy, ..., u,) une base dier T et (wy, ..., w,) une base dém(7"). On veut montrer
quep + ¢ = dim(E). Soientvy, ..., v, € E les antécédents de, ..., w, parT : T(v;) = w;. Montrons que
la famille (w1, ..., up, v1,...,v,) €stune base dB. Si c’est le cas on aura bien montré que ¢ = dim(E).

— Montrons que la famill¢u, ..., u,, v1,...,v,) estlibre. Supposons u, +. . .+a,up+Gi1vi+. ..+ 540, =

0g. On aalors
P q

p q
T (Z aiug + Y 51’“1’) =Y aiT(u) + Y BT(v;) = Op,
i=1 i=1 i=1 i=1
et commel’(u;) = 0p etT(v;) = w;,
q
Z fiw; = 0p,
i=1

Mais (w1, ..., w,) est une base den(7"), c’est donc une famille libre. On en dédyit = 0 pour touti =
1,...,q. On écrit alors queyu; + ... + apu, = Og, et comme la famill€u,, ..., u,) est libre, on a aussi
ap=...=qa, =0.

— Montrons maintenant que la famill@s1, ..., u,, v1,...,v,) est génératrice. Soit € E, ety = T'(x) €
Im(T). Onadoncy = >_7 , v;w;, ot les sont les; sont les composantes gedans la baséw;, ..., w,).

Posons alors
q

xr = E vivielegy = — .
i=1

Par linéarité, on a

T(xk)=T(x) - T(x;) =y — Z’WT('Di) =y — Z%wl =0p,

=1
etdoncx i € ker T . On en déduit que
q
T=TK + Z ViVis
i=1

et commex peut s’écrire comme combinaison linéaire das. . ., u,, la famille (uq,...,u,, v1,...,v,)
est génératrice.

Proposition 5.12 Soit E et F' deuxK-espaces vectoriels. Sditune application linéaire dé2 dansF'.

— L'application T estinjective si et seulement ${erT = {0y }.

— L'applicationT" estsurjective si et seulement §im7T" = F.

— L'application T estbijective si et seulement dlerT = {Og} et Im7 = F. On parle alors disomorphisme
et d’ automorphismesi F' = E.
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5.1. Définitions et exemples 5. Applications linéaires
Démonstration :
— L'applicationT est injective si et seulement si pour taugy € E tels queT'(x) = T(y) alorsz = y, c.a.d.
si et seulement s'(x — y) = Op impliquex — y = 0, Soit encore si et seulementB{z) = 0 implique
z = 0g, ce qui équivaut EerT = {0g}.
— LapplicationT est surjective si et seulement si pour tgut F, il existex € F tel queT'(x) = y, c.a.d. si et
seulement s¥" = ImT.
— Par conséquent; est bijective si et seulementKerT = {0z} etImT = F.

On déduit alors du théoréme du rang que :

’ Sidim(E) = dim(F'), T bijective< T injective< T surjective

5.1.3 Exercices

Exercice 122 (Applications linéaires ou non ?)1. Déterminer parmi les applications définies ®& — R sui-
vantes, celles qui sont linéaires :

1. Iy (z,y) =z, Ua(z,y) =y,

2. Ty(z,y) = zy, To(z,y) =2 +vy, T3(z,y) =2 +y+1, Ty(x,y) = 2> — 92,

3. Ts(z,y) = |z +vy|, Ts(z,y) = sinz, Tr(x,y) = v — 3y.
2. Déterminer parmi les applications définiesie — R? suivantes, celles qui sont linéaire$’i (z, y) = (v, x),
Sa(z,y) = (z,9%) , S3(z,y) = (1,2).

Exercice 123 (ApplicationsR? dansR? ) Parmi les applicationd’ deR? dansR? ou dansR suivantes, quelles
sont celles qui satisforff(Axz) = \T'(x), et quelles sont celles qui satisfdfitxz + y) = T'(x) + T(y) ?

xr

T(x) = m

T(x)=x1+22 T(x)=(221,3z2) T(x)=max(zy,xs)
Exercice 124 (Application linéaire dansR?) Soit7" une application linéaire d&2 dansR? telle queT’(1,1) =
(2,2),T(2,0) = (0,0). DéterminerT’(u) pour les vecteurs suivants :
u=1(2,2) u=(3,1) u=(-1,1) w=(a,b)
Exercice 125 DansR? vérifier que les vecteurs suivants forment une base :
a=(4,2,0), b=(1,2,-3), c=(0,2,5)

Trouver les images de la base canonique par I'application liné@ireR3 — R définie par :

Exercice 126 (Composition d’applications linéaires)SoientS etT' les deux applications linéaires & dans
R? définies par :
CalculerS o T etT o S. Et vérifier (rapidement!) que ces applications sont linéaires.

Exercice 127 SoientS etT les deux applications linéaires ®* dansR? définies par :
S(@,y)=(@+yx) et T(zy)=(5z—4y,6x + 5y).
Montrer que ce sont des automorphisme®ddc.a.d. des applications linéaires bijectives®édansR?).

Exercice 128 (Linéarité et continuité) Vérifier qu'une application linéaire dR dansR est continue.
SoitT" une application continue d& dansR telle que :

Tx+y) =T(x)+T(y) pour toutz, y € R.

Montrer queT’ est linéaire.
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Exercice 129 (Noyau et image d’applications linéairespPour chacune des applications linéairéssuivantes,
répondre aux questions suivantes :

1. Vérifier que I'applicationl” est linéaire.
2. Déterminer le noyau et I'image dE. Donner la dimension et une base de chacun des sous-espaces.

(@) T : R? — R? définie parl'(z,y) = (32 + y,x — y).

(b) T : R? — R? définie parT(z,y) = (x + 2y, 2z + 4y).

(€) T, : R? — R? définie parl,,(z,y) = (z + ay, 2 + 4y), (selon les valeurs de € R).
(d) T : R® — R? définie parT'(z,y, z) = (2,,0).

(e) T :R? — R3 définie parl'(z,y,2) = (x — y,x + y,x + 2y).

Exercice 130 (Image réciproque)Déterminer I'application linéairel’ : R? — R? telle que, Siey, e;, e3 dési-
gnent les vecteurs de la base canonique, on ait :

T(e1)=(1,1), T(es) = (0,1), T(es3) =(—1,1).

Trouver une base dEer(T).
Quelle est I'image réciprogque du vectelr, 0) ?
Quelle est I'image réciprogue du sous espace vectoriel engendr@ par?

Exercice 131 On considére I'application linéaird deR* dansR® donnée par :

7(1,0,0,0) = (-1,-1,-1,0,0,0)
7(0,1,0,0) = (1,0,07 1,-1,0)
7(0,0,1,0) = (0,1,0,1,0,~-1)
T(0,0,0,l) = (070717 7131)
Déterminer 'image d'un vecteutr, o, r3, r4) deR*. Déterminer le rang d&".

5.2 Applications linéaires et matrices

5.2.1 Matrice d’'une application linéaire

Définition 5.13 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels de dimensjpatn. On se donnd = (e, ..., e,) une
basedeF etB’ = (f,..., f,) une base dé'. SoitT € L(F, F). On appellenatrice deT dans les base#, B
la matrice notéeVis s (T) € M, ,(K) dont les coefficients de l#™¢ colonne sont les composantesHee; )
dans la basé3’ :

MB,B’ (T) = (ai,j), aVGCT(ej) = a17jf1 + -4 amjfn.
SiE = F etB = B’ on notera simplemeiX; (7).
Proposition 5.14 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels de dimensjpetn. On se donnés = (eq, ..., e,)

une base d& et5’ = (f,,..., f,) une base dé". SoitM € M, ,(K). Alors il existe une unique application
linéaireT € L(E, F) telle queM = Mg 5/ (T).

Proposition 5.15 SoientE, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension finie. On se déhee (eq,. .., e,)
une base d&, B = (f,..., f,) une base dé' et3"” = (B’ = (g4, ...,g,)) une base d&. SoitRk € L(E, F),
SeL(E,F),TeL(F,G)etAeK.Ona

1. Mg (R+S)=Mpp(R)+ Mg (S).
2. Mpg (AR) = AMp 5 (R).
3, MB,B”(TO R) = MB’,B” (T) . MB,B/(R)'

Corollaire 5.16 SoientFE, F' deuxK-espaces vectoriels de méme dimensipB une base dé’, 5’ une base de
F,etT € L(E, F) inversible. Alors

Mg 5(T1) = (Mp (1))

Réciproquement, il 5/ (T') estinversible, alorg” est inversible.
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Démonstration : Pour le sens direct, on applique la proposition précédente :Idp & Mg(Idg) = Mg(T o
T=1) = Mp(f) - Mp(f~1). Pour la réciproque, sof € L(F, E) telle queMp 5(S) = (Mps ()" (l'exis-
tence deS est assurée par la Proposition 5.14). On a &légsz (T o S) = Mp: 5(S)Mp s (t) = 1d,,. Par la Pro-
position 5.14), le seul endomorphisme de mattitedans la basg est I'application identité. DonS o T = Idg.

De mémel oS = Idr. DoncT est inversible. ]

Lemme 5.17 SoientE et F' des espaces vectoriels de dimensions respegtiges, etT’ une application linéaire
de E dansF. Soient5 = (ey,...,e,) une base d&, B’ = (f,,..., f,) une base dé" et A la matrice deT’
dans les baseB et B'. Alorsdim(Ker(A4)) = dim(Ker(T)) etrg(A) = rg(T).

Démonstration : Montrons par exemple la premiére égalité. Sait, ..., s,) une base d&er(A) et notons

X; = (s15,---,5,;) € RPpourl < j < ¢, ou les scalaires; ; sont les composantes @e dans la base
canonique d&®?. On définita; := > | s; je; pourl < j < ¢. Alors pour toute = (z1,...,2,) € RP,ona

p n p
Ar=0&Vi= 1,...,n,Zai,jxj :0@Z(Zai,jxj)fi =0
j=1

i=1 j=1
p n p p
= Z(Z ai’jfi)xj =0« ijT(ej) =0& T(Z xjej) =0. (522)
j=1 i=1 j=1 j=1
Doncz € Ker(A) ssiT(a) = 0 aveca = >_7_, z;e;. En particulier, la famillg(a, ..., a,) est contenue dans
Ker(A). On vérifie comme ci-dessus quesi,..., A, € K, alors> ¢ \;s; = 0ssid>.7, \;a; = 0. Donc
la famille (a1, ..., a,) est libre. Par le méme argument, pour taut= (z1,...2,) € RP, (s1,...,54, ) est
libre ssi(ay,...,a,, a) estlibre, ota = Y7, z;e;. On en déduit que la familléa, ..., a,) est génératrice
deKer(A). Finalement(a, ..., a,) est une base deer(A), doncdim(Ker(A4)) = ¢. On montre de méme que
dim(Im(A4)) = dim(Im(7T")). Le théoréme est démontré. ]

Remarque 5.18 (Théoremes du rang pour les applications linéaires et pour les matriceBar le lemme pré-
cédent, on démontre facilement le théoréme du rang pour les applications linéaires (théoreme 5.11), a partir du
théoréme du rang pour les matrices. En effet, supposon%'@qst une application linéaire d& dansF’, et soient
B=(ei1,...,ep) une base d&, B’ = (f,,..., f,) une base dé" et A la matrice del’ dans les baseB et 5’ ;

alors, par le théoreme 4.39 on adim(E) = dim(Ker(A)) + rg(A4). On en déduit par le lemme ci-dessus que
dim(E) = dim(Ker(T)) + rg(T).

5.2.2 Changement de bases
Définition 5.19 SiB et B’ sont deux bases d&, alorsMp z(Idg) s'appelle la matrice de passades - de 5 a
B

Les colonnes de la matrice de passag8 @5’ sont constitués des coordonnées des élémerifs dans la base
B. Par le Corollaire 5.16, on Bz 5 = (Pg'.5) .

Théoréme 5.20Soit £ un K-espace vectoriel3 et B’ deux bases d& etx € E. Alors si X et X’ désignent
les composantes dedans respectivement la baBeet la basel3’ et si Pg 5 désigne la matrice de passage de la
baseB ala base3’, alors X = Pz g X'.

Théoréme 5.21Soit E un K-espace vectoriel3 et 5’ deux bases d& etT € L(F), alors si Pg 5z désigne la
matrice de passage de la baBex la base’, on a

Mp (T) = Pg g Mp(T)Ps3 = Pg sMp(T) P 5.

On a aussi
M = Pg; = =
876/ (T) — PB,BIMB(T) — PBI7BMB(T) etMB7B/ (T) — MB/ (T)PB/’B.
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5.2. Applications linéaires et matrices 5. Applications linéaires

(B,B) L= (EB) < (B8)=2En8)

IdEi TIdE PB,B’i TP&}:PB/,B

(E.B) —— (E,5) (B, B) 5 (5, B)
(B.B)— T~ (E,B) & &,8) == By
Tl ld MB(T)l %
(E,B) (E,B)

5.2.3 Exercices
Exercice 132 (Changement de basepansR?, on considére les vecteurs
a:(17071)3 b:(17_1a1)7 C:(1,27—1).

1. SoitT" une application linéairel” telle queT’(a) = (2,3,—1), T'(b) = (3,0,—2), T'(c) = (2,7,—1). Pour
(z,y,x) € R3, exprimerT(z,y, z) en fonction dez, y, 2).

2. Méme question pour I'application linéaifételle queT'(a) = 2a—2b,  T(b) =2¢, T(c)=a—-b—c.
3. Déterminer le noyau et I'image de ces deux applications linéaires ainsi que des bases de ces sous espaces.

Exercice 133 (Isomorphisme)SoitT : R?> — R? I'application linéaire définie par :

7(1,0,0) = (1,1),  T(0,1,0) = (0,1),  7(0,0,1) = (—1,1).
Trouver une base dKer(T'). Déterminer un supplémentaire der(7) dansR? et vérifier qu'il est isomorphe
alIm(7T) (c.a.d gu'il existe un isomorphisme, i.e. une application linéaire bijective du supplémentditer (E)

dansIm(7))

Exercice 134 (Famille d’applications linéaires d&R3) Soitm un paramétre réel. On considére 'endomorphisme
T,, deR3 (c.a.d. une application linéaire d&* dansR?) defini par7,,(x,y,z) = (X,Y, Z) avec :

X = (m-2)z + 2y - =z
Y = 2z + my + 2z
Z = 2mx + 2(m+1y + (m+1)z

Montrer que le rang d€,, est égal &3 sauf pour des valeurs particuliéres deque I'on déterminera. Pour ces
valeurs particuliéres, préciser la valeur du rang et donner les équations cartésiennes des sous Esp@ies
etIm(7;,) ainsi que des bases de chacun d’eux.

Exercice 135 (Application linéaire sur un espace des matricesyoit E' I'espace vectoriel des matrices réelles

2 x 2. Dans cet espace on considere le vecteur (au sens élément de I'espace vectoriel, qui est donc ici une matrice)
1 1

p (1)

On va considérer 'endomorphisntede FE (application linéaire deF dans E’) donné par la multiplication (&

gauche) parP. C'est a direT'(A) = PA. (Vérifier que c’est bien une application linéaire).

On rappelle que la base canonique Beest 'ensemble des matrices :

B—{Ml—(é 8>7M2‘(8 é)’M?’_((l) g)’M4_(8 E))}

Quelles sont les images des matridéspar I'applicationT' ? En déduire alors la matrice de I'applicatich dans
la baseB (qui est donc une matricé x 4 ; pourquoi ?)
Faire la méme chose pour I'endomorphisfiiele £/ qui est la multiplication a droite paP.
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5.3. Applications linéaires remarquables : formes linéaires, projecteurs 5. Applications linéaires
Matrice d’'une application linéaire, changement de bases

Exercice 136 (Changements de base)n considére I'application linéair@’ : R? — R? définie parl’(zy, x2) =
(z2,21).
1. Ecrire la matrice A de I'application linéaireT dans la basé3 = (e, e2) canonique.
2. (a) Montrer que la famille de vecteul¥ = (e}, e}) avece] = (0, 1), e5 = (1,0) est une base d&?.
(b) Ecrire la matrice de passag de la baseB a la basel3’ et calculer son invers@—!.
(c) Ecrire la matriceA’ de I'application linéaireT’ dans la bases’.
(d) Vérifier queA’ = P~'AP.
3. Mémes questions avec la famille de vectdBifs= (ef, e}) avece; = (1,1), e} = (1,—1)

Exercice 137 (Changements de base, encore...)
1. On considére I'application linéair@ : R2 — R? définie par

T(x1,22) = (21 + 229, 71).

. Ecrire la matrice A de 'application linéaireT" dans la basé3 = (e;, e2) canonique.

. Montrer que la famille de vecteul$ = (e, €,) avece; = (2,1), e, = (1, —1) est une base d&2.
. Ecrire la matriceMp 5 (I1d2) de I'application identique déR?, B’) dangR?, B).

. En déduire la matrice de passadede la baseB a la baseB’ et calculer son invers@—1.

a b~ WO N B

. Ecrire la matrice A’ de I'application linéaireT dans la basés’.
6. Vérifier qued’ = P~ 1AP.

2. Mémes questions avec l'applicatigh: C2 — C? définie parT(zy,z2) = (cosfx1 + sin g, — sin Oz, +
cosfxs), ete] = (1,4), e, = (1, —i).

Exercice 138 (Changements de base, toujours...DansRR?3, on considére les vecteurs
u=(1,-1,0), v=(1,1,1), w=(0,1,1).

1. Montrer que la famillgu, v, w} forme une bas#’ deRR3.
2. Ecrire la matrice de passage de la base canoniquB a la baseB’. Calculer P—1.

3. On considére I'application linéairé' définie surR? par
T((E,y72) = ($+3y—32»$—y+2,$+y—z)

3.a. Déterminer la matrice d€ dans la base canonique.
3.b. Déterminer la matrice d& dans la basé3'.

3.c. Détermineier(T'). Quelle est sa dimension ?

3.d. En déduire le rang d€& et donner une base den (7).

5.3 Applications linéaires remarquables : formes linéaires, projecteurs

5.3.1 Homothéties

Définition 5.22 Pour A € K, on appellehomothétiede rapportA 'endomorphism@&, € £(F) qui atoutz € E
associely (z) = A\x.

Proposition 5.23 Soit £ un K-espace vectoriel de dimensianPour toute basés, la matrice d'une homothétie
T, de rapport\ est donnée par
Mg(Ty) = Ad,,.

Démonstration : |l suffit d’écrire que pour tout élémestde la base3, H(e) = Xe. (]
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5.3. Applications linéaires remarquables : formes linéaires, projecteurs 5. Applications linéaires
5.3.2 Formes linéaires

Définition 5.24 Soit F unK-espace vectoriel. On appelle forme linéaire #irune application d&(F, K).

Proposition 5.25 Soit £ un K-espace vectoriel €f' une forme linéaire suf. Soit3 = (ey,...,e,) une base
deE, il existe(ay, . . . a,) € K™ tel que pour toute = z1e1 + - - - + x, €, ON ait

T(x) =121+ - + apty.

Notons que sk = R, f(x) est le produit scalaire danR™ des deux vecteur@y,...,a,) et (x1,...,x,).
Attention de ne pas confondre le vectaue E et le vecteufz,...,z,) € R™.

Démonstration : On notex; = f(e;). On adonc
T(l‘) = T(.’Elel 4+ -rnen) = mlT(el) + o+ an(en) =x100 + -+ TpQy,.

Proposition 5.26 Soit ¥ un K-espace vectoriel de dimensianet 7' une forme linéaire non nulle sut. On a
dim(Im(7")) = 1 etdim(Ker(T)) = n — 1.

Démonstration : On sait qudm(7') est un sous-espace vectorielld@on réduit 0}. Par conséqueiitn(7") =
K. On en déduit queim(Im(7")) = 1 et par le théoréme du rang qdian(Ker(T)) =n — 1 [

Ainsi, le noyau d'une forme linéaire non nulle stirest un hyperplan d&. Réciproquement, gi' est un hyperplan
de E, il existe une forme linéaire non nulle sBrdont le noyau esk'.

Exemple 5.27 (Forme linéaire deR3) La forme linéaire définie paf(z,y, z) = = + y + 2 peut aussi s'écrire
Ax = 0 avecA = [1 1 1] etz = (z,y,2) et on a déja vu que le noyau deest I'hyperplan d’équation
x +y + z = 0. La forme linéairel” a donc aussi pour noyau le plah d'équationz + y + z = 0.

5.3.3 Projecteur
Définition 5.28 Soit £ unK-espace vectoriel. On dit quec £(E) est un projecteur sho p = p.

Si E est un ensemble €f un sous-ensemble dg, et siT" est une application d& dans un ensembl€, on
appelle restriction d& au sous ensemblE I'application deF' dansG qui au € F associel'(u) € G. On note

T}, cette restriction. C’est donc la méme application @usauf qu’'on la considére maintenant sur un espace de
départ plus petit. L

Proposition 5.29 Soit E unK-espace vectoriel. $i € £L(E) est un projecteur alors
— FE =Im(p) ® Ker(p).
= Idm(p), 0UIdyy,(p) désigne 'endomorphisme identité sur I'espace vectdriglp) .

- T\Im(p)

On dit aussi quey est une projection suim(p) parallelement &er(p) :
Vo € B, © = 1y + TKer, aVECZL, € Im(p), ke € Ker(p) etp(x) = Tim.

Démonstration : Soitz € E on peut écrirec = p(x)+z—p(z). Il estclair quep(z) € Im(p) etz—p(x) € Ker(p)
carp(z — p(x)) = p(x) — p*(z) = 0. On en déduit quém(p) + Ker(p) = E. Soitz € Ker(p) N Im(p), on a
x = p(y) etp(z) = 0 ouencore(p(y)) = p(y) = 0 = z. On en déduit quém(p) etKer(p) sont supplémentaires
dansE. De plus, sir € Im(p), z = p(y) etp(z) = p*(y) = p(y) = . Donepy,,, .,y = Idim(p)- =

Exemples dansR?
— Projectionp sur une droiteD de vecteur directeuf, : dim(Im(7")) = 1. Il existe alors deux vecteut,, f
linéairement indépendants 8er(p) tel queB’ = (f;, f», f3) Soit une base d&3. De plus

Mp/(p) =

OO
o O O
o O O
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Exemple 5.30si f, = (1,-1,0), f5 = (0,1,1) f3 = (1,0, —1), la matrice de cette projection dans la base
canonique est donnée par

1 1 -1 1
Mp(p) = 3 -1 1 -1
0 0
En effet M5(p) = Ps,s Mp (p)Psr,5 avec
1 0 1 1 1 -1 1
PB,B’ =|-1 1 0 etPB/,B = (PB,B’)_l = 5 1 1 1

— Projectionp sur un planP parallélement & une droit®. On note(f,, f5) une base d& et f; un vecteur
directeur deD. La famille B’ = (f, f», f5) est alors une base @& et

Mg (p) =

OO =
o = O
o O O

Exemple 5.31si f, = (1,-1,0), f, = (0,1,1) f5 = (1,0, 1), la matrice de cette projection dans la base
canonique est donnée par

1 1 -1 1
Mg (p) = B 0 0
1 1 1

5.3.4 Symétrie
Définition 5.32 Soit £ unK-espace vectoriel. On dit que € L(E) est une symétrie § o S = Id.

Exemples dansR3
— SymétrieS par rapport & un pla® parallélement & une droite. On note(f,, f,) une base dé et f; un
vecteur directeur d®. La famille B’ = (f, f, f) est alors une base & et

10 0
Mg(S)=10 1 0
00 -1

Exemple 5.33si f, = (1,-1,0), f5 = (0,1,1) f5 = (1,0, —1), la matrice de cette projection dans la base
canonique est donnée par

0 -1 1

Mp(S)=1(0 1 0

1 1 0

— Onremarquera que S est alors la symétrie par rapport a la drdlgparallélement au plaR.

5.3.5 Exercices

Exercice 139 (Homothétie)Soit E unK-espace vectoriel et € K donné. On considére 'homothétie de rapport
a H, : E — FE définie parH,(z) = az,Vz € E.

1. Vérifier queH, € L(E).

2. Montrer queH,, est un automorphisme desi et seulement si # 0. Calculer alorsH, L.

3. CalculerH, o Hy, avecf € K.

Exercice 140 (Homothétie) SoientE un espace vectoriel & un endomorphisme dgé. Montrer que, si la famille
{z,T(x)} estliée pour toutr € E alors T est une homothétie, c’est-a-dire il existe= R tel queT'(z) = Az
pour toutz € E.

Exercice 141 (Endomorphisme nilpotent) Soit E un espace vectoriel & un endomorphisme dé tel quel™? =
0.
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5.3. Applications linéaires remarquables : formes linéaires, projecteurs 5. Applications linéaires
1. Montrer quelm(T") C Ker(T).

2. Montrer queldg + T est un automorphisme de.

Exercice 142 (CNS pour un projecteur) SoitT une application linéaire diR—espace vectorigb’ sur lui-méme.
Montrer queT = Id si et seulement sj(T" + Idg) est un projecteur.

Exercice 143 (Image d’'un projecteur) Soientp et ¢ deux projecteurs dé’ un K-e.v. Montrer quep et ¢ ont
méme image si et seulemenpsiq = g etq o p = p. Donner une condition nécessaire et suffisante pourgete
q aient méme direction, c.a.d. méme noyau.

Exercice 144
1. SoitT une application linéaire suf’ de dimension finie. Montrer que les propriétés a (3) sont équiva-

lentes.

(1) E =Im(T) & Ker(T')
(2) Im(T) = Im(7?)
(3) Ker(T) = Ker(T?)

Indications : Si vous souhaitez mont(@) = (1) vous pourrez considérer la restriction @eau sevim(T).
Si vous souhaitez montré?) = (3) il peut étre utile d'utiliser la formule du rang.

2. Donner un exemple d’application linéaif vérifiant ImT" = Im T2 et qui ne soit pas un projecteur.
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Chapitre 6

Déterminants

Le déterminant d’une matrice carrée est un nombre réel ou complexe, selon que I'on considére les matrices réelles
ou complexes. Il n'est défijue pour les matrices carrées. C'est donc une applicatioMd€K) dansk. On a
déja défini le déterminant (définition 1.11) d’une matrice carrée d’'ordre 2.

b} son déterminant esliet (A) = Ccl Z

. a
SiA= L d

‘—ad—bc.

De plus, on a vu qu’'une matricex 2 est inversible (exercice 43) si et seulementei(A) # 0, et dans ce cas
son inverse est
1 d —b
Al = :
det(A) [—c a }

En fait, le déterminant est un excellent test pour I'inversibilité des matrices; dans le cas général d’'une matrice

A € ,on aura : Certains d’entre vous ont peut-étre déja vu des formules donnant le déterminant d’une matrice

carrée d’'ordrer, soit par une formule de récurrence, soit par une formule portant sur les permutations.

Nous les verrons par la suite, mais, pour plus de clarté, nous allons commencer par définir le déterminant par trois
propriétés fondamentales, desquelles découlent toutes les autres.

6.1 Propriétés du déterminant

6.1.1 Les trois propriétés fondamentales

SoitA € M,, ,(K), ouK = R ouC. On cherche une application qui vérifie :

(D1) Le déterminant de la matrice identité est égal a 1.

(D2) Sila matriceA est obtenue & partir dé par échange de deux lignes, aldrs A = —detA.
(D3) Le déterminant est une fonction linéaire de chacune des lignes de la mtrice

(a) si A est obtenue a partir dé en multipliant tous les coefficients d’une ligne pag R, alorsdet(A) =
tdet(A).

£1(A) t:1(A)

(b) siA = |4,(A)| etA= |7,(A)]| sontdeux matrices dont toutes les lignes sont identiques sauf une,
(n(A) (n(A)
alorsdet(A + A) = det(A) + det(A).

On peut facilement vérifier que ces trois propriétés sont vérifiees par le déterminant des r@atriegsoir
exercice 145. Nous admettrons pour I'instant le résultat suivant

Théoréme 6.1 (Existence et unicité)l existe une unique application det,, ,,(K) danskK qui vérifie (D1), (D2)
, (D3).
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6.1. Propriétés du déterminant 6. Déterminants

Nous démontrerons plus loin que I'on peut construire une application qui vérifie ces propriétés.
On note souvent pout = (a; ;) € M, (K)

aii -0 Ain
det(A) =

Qn,1 An,n

6.1.2 Les autres propriétés principales
De ces trois premieres propriétés, on en déduit les six suivantes :

(D4) Si A a deux lignes identiquedgetA = 0.

Démonstration : Si une matriced a deux lignes/;, et ¢;, identiques, alors la matricd’ obtenue en
échangeant ces deux lignes est égale a la matridéais d’aprés la proposition précédente, atet( A) =
—det(A") = —det(A). On en déduit quéet(A4) = 0. m

(D5) Le déterminant del ne change pas si on ajoute a une lignedde produit par\ d’'une autre ligne del.

On en diuit que siU est une matrice triangulaire obtenue a partirdlpar élimination de Gauss sans
permutation, alordet(A) = det(U).

Démonstration : On suppose que > 2. Soit\ € KetA, A’ € M, (K). On suppose qu'il existg et jo
tel queip # Jo
b; = E;,VZ 75 ) etégo = eio + )‘gjo’
on veut montrer que
det(A) = det(A").
On consideéred” la matrice telle que pour tout# ig, £; = ¢; etl; = ¢;,. D’apres le corollaire précédent,
on adet(A”) = 0. On multiplie maintenant cette lign& par ), la matrice obtenuel®) est toujours de

déterminant nul par la propriété (D3a). On utilise maintenant la propriété (D3b) pour les matridest
A®) et on obtient quelet(A) = det(A’) + det(A®)) = det(A’). u

(D6) Sila matriceA a une ligne nulle, alordet A = 0. Démonstration : Ceci découle de la propriété (D3a) en
prenantt = 0. [

(D7) SiU estune matrice triangulaire, alatstU = ", d;, ou lesd; sont les termes diagonaux.
Démonstration : & faire. .. =

(D8) det(A) = 0 ssila matriceAd est inversible (réguliére).
det(A) # 0 ssi la matriced est non inversible (singuliére).
Démonstration : a faire. . . [

(D9) Si A et B sont deux matrices carrées d'ordrealorsdet(AB) = det(A)det(B). En particulier, sid est

inversible,det(A~!) = #(Aﬁ'

Démonstration : a faire. .. n
(D10) det(A) = det(A?).

Démonstration : a faire. . . n

6.1.3 Construction du déterminant dans le cag x 2

\Voyons sur une matric2 x 2 si I'on peut trouver une formule explicite pour une application satisfaisant (D1)-
(D2)-(D3). SoitA = {CCL Z} . On suppose qu’on ne connait pas la formule du déterminant d'une natriCeet

on cherche a la retrouver par les propriétés (D1)-(D2)-(D3).

10 0 1
Par (D1) on aletlds = 0 1 L 0 =—1.

=1, etpar (D2) on a‘
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6.2. Définition par des formules 6. Déterminants
Par (D3b), en décomposafit b = [a 0] + [0 b],ona

a b a 0 0 b

c d‘ Tle d + c d|’
En faisant la méme chose pour la deuxieme ligne, on a:

a b a 0 a 0 0 b 0 b
¢ d‘_c o‘+o d o d T 0"
a 0 a 0 1 0
Par les propriété (D10) et (D ) 0 0 0 = 0. Par les propriétés (D3a) et (D g d= ad 0 1 = ad.
On obtient donc finalement :
a b

d = ad — be.

Notons qu’on n’a eu aucun choix lors de cette construction, qui est donc unique.

6.1.4 Exercices

Exercice 145 (Propriétés fondamentales du déterminant)
1. Montrer que les propriétés (D1) (D2) (D3) sont bien vérifiées par le déterminant des matrices

2. Soitd I'application de M3 (R) dansR définie pard(A) = ad + be si A = [Z Z} . Montrer qued vérifie
les proprétés (D1) et (D3) mais pas (D2).
Exercice 146 (Modifications sur des matrices)

1. SoitA une matrice réelle x 4 telle quedetA = 1. Calculerdet(24), det(—A), det(A?), det(A™1).

2. Méme question si est une matrice réellg x 3 telle quedetA = —1.
3. SoitA = (a; ;)i j=1,2,3 Une matrice réell& x 3. On noteq; ; les coefficients dé, et;(A), l2(A), l3(A) les
trois lignes deA. On noteK L et M les matrices définies & partir dé :
1. K = (kiﬁj)i,j:1,273 aveck;i,j = (—1)i+jai7j.
(1 (A) — l3(A)

2. L= [l3(A) — 41 (A)
l3(A) — l2(A)
01(A) +£3(A)
3. M= |l(A)+ 4 (4)
l3(A) + £2(A)
Expliquer pourquoilet(K) = det(A), det(L) = 0, det(M) = 2det(A).
1—a 1 1
Exercice 147 (Opérations sur les lignes) Expliquer comment trouver que 1 l—a 1 |=d%*(3—a)
1 1 1—a

en effectuant des opérations sur les lignes et les colonnes.

6.2 Définition par des formules

6.2.1 Formule des pivots

On a vu dans les propriétés ci-dessus que le déterminant d’'une matrice triangulaire est le produit de ses termes
diagonaux. Une maniéere naturelle de calculer le déterminant d’une matrice dadiéedre n est d’effectuer la
factorisationLU de A (ou 'algorithme de Gauss). On a doficd = LU, ou P est une matrice de permutatiah,

une matrice triangulaire inférieure dont tous les termes diagonaux sont égaux/ae$taine matrice triangulaire
inférieure. On a donc par la propriété (D9) qile(P)det(A) = det(L)det(U). CommeP est une matrice de
permutation, par la propriété (D2), ondat(P) = +1 selon le nombre d’échanges de lignes par rapport a la
matriceld. Par la propriété (D7), ondet(L) = 1 etdetU = ], d;, ou lesd; sont les termes diagonaux.

On en déduit que :
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6.2. Définition par des formules 6. Déterminants
Proposition 6.2 (Déterminant par la formule du pivot) SoitA une matrice inversible etet A défini par le théo-
reme??. alors :

1. SiA est non inversibledet A = 0.

2. Si A estinversibledetA = + H?zl d; ou lesd; sont les pivots, et le signe est le déterminant de la matrice
de permutatiorP telle quePA = LU.

Cette proposition est trés importante. En effet, c'est de cette maniére qu’est implémenté le calcul de déterminant
dans n’'importe quel logiciel raisonnable. Les formules que nous allons voir par la suite, si elles ont bien sar leur
intérét mathématique, ne permettent pas d’aboutir a des calculs pour des déterminants de “grosses” matrices en un
temps raisonnable.

6.2.2 Formule des permutations

Dans la construction du déterminank 2, on a vu que sur les 4 déterminants qu’on a obtenus par la propriété de
a1 air2 a3
multilinéarité, deux d’entre eux sont nuls car ils ont des colonnes nulles. Soit mainterantz 1 a22 a2
asi asz2 asgs
On se convaincra assez facilement que dans 18 ca8, sur les 27 déterminants qu’on aurait a calculer si on dé-
veloppait chaque ligne

lai1 a2 ais]=laix 0 0]+[0 a2 O]+[0 0 a3,

on en a tout un tas qui sont nuls car ils ont des colonnes nulles. Plus précisément, il n’en existe que 6 qui sont hon
nuls, et qui correspondent d'ailleurs au nombre de permutations d’'un ensemble A 3 éléments. Ceci est d0 au fait
que lorqu’on développe le déterminant, pour qu’'un des déterminants développés soit non nul, il faut que chaque
ligne et chaque colonne de la matridey soit représenté. On peut donc écrire :

a1 ai2 ai3 a1 0 0 ai,i 0 0 0 ai,2 0
az1 az2 az3|=|0 a2 O |+|O0 0 ag3|+ljaz:1 O 0
az1 asz2 ass 0 0 a3 3 0 a3 2 0 0 0 a3.3
0 ai,2 0 0 0 ai,3 0 0 1,3
+10 0 ags|+laes O 0 |4+|0 axe 0. (6.21)
a3 1 0 0 0 a3 2 0 a3 1 0 0
Et donc

dEt(A) = Q1,102,203 3 — @1,102,303,2 — (12021033 + A1 202303 1 + 41,302,103 2 — 41,302 203 1- (6-2-2)

Pour une matrice x n, si on calcule tous les déterminants par décomposition de toutes les lignes, on en’aurait

Mais on ne veut considérer que ceux qui sont non nuls. A la premiére ligne chaix possibles de coefficients.

Une fois le premier choisi, a la deuxiéme ligne on n’en a plus que 1, puisqu’on ne peut pas prendre de
coefficient dans la méme que le premier (sinon on se retrouvera avec une colonne nulle dans ce déterminant
particulier, qui sera donc nul). De méme, pour la troisieme ligne, on n’ amaintenant plus -gl&ecolonnes
possibles... etc... On a dom¢ déterminants non nuls. La formule du déterminant par permutations est donnée
par :

det(A) = Z elo, B, ..., w)a1,04023 ... Ay n,
(a,B,....w)
permutation de

(1,2,...,n)
oue(a, B,...,w) est le signe de la permutation, c.a.d. 1 si la permutation est paire (nombre pair déchanges par

rapport a I'identité) et -1 si la permutation est impaire (hombre impair déchanges par rapport a I'identité).
6.2.3 Formule des cofacteurs

Reprenons le calcul du déterminadnt 3 (formule (?7?)). Si on met les coefficients de la premiére ligne en facteur,
on obtient :

det(A) = a1,1(a2,2033 — a2.3a32) + a1 2(—az1a3,3 + az3a31) + a1, 3(az1a3 2 — az203.1) (6.2.3)
= a171det(M171) —+ +a172<7det(M172)) —+ alygdet(MLg), (624)
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6.2. Définition par des formules 6. Déterminants

avec
a22 423 az,1 a23 a1 Aa22
Ml,l = 7]\4172 = etM173 = .
asz2 ass3 asz1 ass as;1  as2

La matriceM; ; (resp.M; 2,M; 3) est donc une matric2x 2 obtenue a partir del en supprimant la ligne 1 et la
colonne 1 (resp. 2, 3). On écrit encore cette formule :

det(A) = al,lcl,l + (11’201’2 —+ alygclyg, (625)

ol¢; ; est appelé cofacteur dg ; est égal —1)" T det(M; ;).

Si on reprend le cas des matricex 2 étudié au paragraphe précédent, on a la formdlg(A) = ad — bc =
a(d) 4+ b(—c). le termed est le cofacteur de et le terme—c le cofacteur dé.
On va maintenant définir de maniére plusigdele déterminant d’'une matriee<n par la formule des cofacteurs :

Proposition 6.3 (Formule des cofacteurs)SoitA = (a; ;) € M, (K), on appelledéterminant de la matriced
un élément d&, notédet(A) que I'on définit par récurrence de la fagon suivante :
— Sin=1etA = (a), alorsdet(A4) = a.
— Sin > 2, alors
det(A) =ai1c11 +ag1c01 + -+ aniCna,

ol ¢; ; est le cofacteur associé au coefficient;, défini par :c; ; = (—1)"A;; = (—1)"det(M; ;) et
M; ; € M,_1(K) est la matrice obtenue a partir de la matricé en supprimant la*™¢ ligne et laj¢me
colonne.

Ce déterminant satisfait les propriétés (D1)-(D2)-(D3).

Démonstration : Montrons que cette construction du déterminant vérifie bien les propriétés (D1)-(D2)-(D3).

(D1) Pourn = 1 on a biendet(Id) = 1. On en déduit quéet(Id,,) = 1 par récurrence sur grace a la formule
des cofacteurs.

(D2) On montre le résultat par récurrence sur la dimension de la matriced Séite M,,(K). On suppose que
A’ est obtenue a partir dé par un échange de lignes. Plus précisément, onfpteles lignes respectives
de ces matrices, et on suppose gu’il exigtet j, tel queiy # jo

l; = glL,V/’L # 10, J0 etéio =/

Jo?

Ejo = E;O,
On veut montrer quéet(A) = —det(A’). On notec; ; les cofacteurs de la matriceetc; ; les cofacteurs
de la matriced’. Par définition, on a :

/ / /
det(A') = a11¢) ) + a2y + -+ + @i 1Cig1 + 0+ Qig,1Cj0,1 F -+ F A 1Cn 1

Par hypothese de récurrence, pour fow#t ig, jo, onac ; = —c; 1. Parailleurs¢; | = (—1)°*'det(M] )
ou M; , estla matrice extraite dd’ lorsqu’on enléeve la ligné, et la colonnel. Mais les lignes ded’
sont égales a celles dé sauf les lignes et jo qui sont échangees. Dond; , est aussi la matrice ob-
tenue a partir ded lorsqu’ on enléve la premiére colonne etijaéme ligne et qu’on remplace la ligne
4;, par la lignet;,. Pour ramener cette lign&, a sa position il faut alors fairg, — io + 1 échanges

de lignes. Par hypothese de récurrence, on a den@d\; ;) = (—1)7°~“o*'det()M,, 1) De méme on a

det(Mj ;) = (=1)~Jot det(M;, 1). On en déduit] , = —cj,1 etc; | = —c;,1. On en déduit le
résultat.

(D3a) Soit A € K. On veut montrer que i on multiplie par une ligne d’'une matrice dé,,(K) alors son
déterminant est multiplié pa.
On montre le résultat par récurence sur la taille de la matrice. Rodr2 le résultat est immeédiat. On
suppose le résultat vrai pour toute matrice de taille 1. Soit A une matrice de taille et A* = D;(\)A.
On utilise la définition du déterminant pour calculiet(D;(A\)A). On a

det(D;(A\)A) = a11A7 ) — ap 1A%, + -+ (=1)’ai_11A7
(1) N1 AN+ (1) Pai 1 AN 4+ (D) a1 AR

Remarquons quésl{l =A;; et queAj)1 = AA;; sij # ¢ en utilisant I'nypothése de réccurence. On en
déduit que
det(D;(A)A) = Adet(A).

Université Aix-Marseille JPEIP-L1, 27 avril 2010 101 Algébre linéaire, Maths générales |1



6.2. Définition par des formules 6. Déterminants
(D3b) On considére trois matrice$, A’, A” € M,,(K). On notel;, ¢;, ¢/ les lignes respectives de ces matrices.
On suppose qu'il existg, tel que

by = f; = éy,VZ' #+ i et&o = é;o + 62/0,
on veut montrer que
det(A) = det(A") + det(A").

On raisonne la encore par récurence sur la taille de la matrice. Le résultat est vrai-pauiOn a
A A io+1 A 1 A
det(A) = a11A7 —az 1A% + -+ (1) a 1AL+ (1) a1 AL,

Orag,,1 =al, ; +a 1, A | = A"} = AA" De plus sii # io, en utilisant la récurrence on a

i i0,1 T 0,
A A/ A//
Ay =A% + A
On en déduit immédiatement que

det(A) = det(A’) + det(A").

Démontrons maintenant quelques autres des propriétés directement par la formule des cofacteurs :

Proposition 6.4 (Propriété (D7)) Si A € M,,(K) est une matrice triangulaire supérieure ou inférieure, alors le
déterminant ded est égal au produit des coefficients diagonaux de la matrice.

Démonstration : On montre le résultat par récurrence sur la taille de la matrice. Lonsgae2 le résultat est
immédiat. Supposons le résultat vrai pour toute matrice triangulaire dertaillé.

Si A est une matrice triangulaire supérieure de taill€ommeq; ; = 0 pour tout; > 2 on adet(A4) = a1 141 1
avecA, ; déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure de taille 1 dont les coefficients diagonaux sont
les coefficients diagonaux dé, a; ; pouri > 2. D’'ou le résultat.

Si la matriceA est triangulaire inférieure, la matricg, ; est une matrice triangulaire inférieure, I'hypothése de
récurrence assure que, ; =[], a;;. Sii > 1, alors la matrice4; ; a une ligne identiquement nulle, par suite
son déterminand\; ; est nul (proppriété (D6)). Le résultat suit immédiatement. L]

Corollaire 6.5 Le déterminant de la matricB;(a) est égal & et sii # j, le déterminant d&; ; () est égal al.
Théoréme 6.6 (Propriété (D9))Si A et B sont deux matrices d#1,,(K) alors
det(AB) = det(A)det(B).

Démonstration :

— Premiére étape Notons que ce résultat est démontrélsst une matrice de dilatation (propriété (D3a)) ou si
A est une matrice de transvection (propriété (D5)). Par conséquent le résultat est également déma@stré si
un produit de matrices de dilatation ou de transvection.

— Deuxieme étapeNotons que s est une matrice inversible alors est un produit de matrices élémentaires
(Corollaire 3.30). Donc si est inversiblelet(AB) = det(A)det(B).

— Troisieme étape.Supposons maintenant que la matriteoit non inversible. Il existe une matriéeinversible
telle queE A soit échelonnée, en particulier triangulaire supérieurdr @n’est pas inversible. Donc la derniére
ligne de la matricé® A est une ligne de zéros. On déduit de la propriété (D6)lauez A) = 0 et d’apres I'étape
précédente, comme est inversibledet(A) = det(E~1EA) = det(E~!)det(A) = 0. Remarquons alors que
la derniéere ligne de la matrid8 A B est nulle de sorte que (propriété (D@yk(EAB) = 0. A nouveau comme
E est inversible on sait quéet(E~'EAB) = det(E~!)det(EAB), on en déduit quéet(AB) = 0 et donc
que I'on a biendet(AB) = det(A)det(B) = 0.

Théoreme 6.7 Si A est une matrice dé,,(K) inversible alors

1

det(A™) = G0y
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6.3. Applications du déterminant 6. Déterminants
Démonstration : On utilise le résultat précédent. On a

det(AA™) = det(A)det(A™1) = det(Id) = 1.

Par suite .

det(A)’

det(A™1) =

Théoréme 6.8 (Propriété (D10), déterminant de la transposée$i A est une matrice dé,, (K) alorsdet(A?) =
det(A).

Démonstration : On remarque que le résultat est vrai pour les matrices élémentaires et pour les matrices trian-
gulaires. Pour une matricé quelconque on utilise une forme échelonae= EA. On adet(A’) = det((A")?)

car A’ est triangulaire supérieure étt(E~!) = det((E~!)!) car E est un produit de matrices élémentaires. On

en déduit que

det(A") = det((A) (B = det((A))det((E~1)") = det(A)det(E~") = det(E~'A") = det(A).

|
Corollaire 6.9 SoitA = (a; ;) € M,(K),onapourtoutj =1,...,n
det(4) = (1) (a1,;A1,; — a2 A+ + (1) ay ;A,5) - (6.2.6)
etpourtoutt =1,...,n
det(A) = (—1)“—1 (amAm — ai,gA@g + e —|— (—1)"+1ai7nAi,n) . (627)

Autrement dit, on peut développer le déterminant par rapport a n'importe quelle ligne ou colonne.
Démonstration : L'équation 6.2.1 découle de la propriété (D2), tandis que I'équation 6.2.2 est une conséquence
de la propriété (D10). [

Remarque 6.10SoitA € M,,(K). Le déterminanf—1)"*7 A, ; est appelé&ofacteur deq; ;. La comatrice de
A, notéeCo (A) est la matrice deM,,(K) dont le coefficient, j est le cofacteuf—1)"7A, ;.
Onaenfaitpourtout =1,...,n

det(A) = (—1)i+1Ai71 ai1 + (—1)i+2Ai72 Qj2+ -+ (—1)i+nﬁi7n Qi s
etpourtouty =1,...,n

det(A) = (=1 Ay jar; + (=172 Ag jag; + -+ (—1)7T" Ay j an, .

6.3 Applications du déterminant

6.3.1 Inversibilité
Proposition 6.11 Soitn > 2 et A € M,,(K). Alors on a
(Co(A))'A = A(Co(A))" = det(A)ld,,.
Autrement dit, la matricel € M,,(K) est inversible si et seulementdit(A) # 0 et alors on a

1

-1 _
AT = det(A)

(Co(A))'".

Démonstration: On a

((Co(A)'A)ij = (=1 Ariar;+ (—1)" Az a0+ + (1) A an
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6.3. Applications du déterminant 6. Déterminants
En utilisant la formule (6.2.1), on déduit q@éCo (A))*A); ; = det(A). De plus sii # j, on reconnait dans
((Co(A))tA); ; le déterminant de la matrice obtenue en remplacant dans ;,...,a,,; parai j,...,an. ;.
autrement dit la matrice obtenue a partir deen remplagant la colonnepar la colonne;j. La matrice ainsi
obtenue a deux colonnes identiques, son déterminant est donc nul. Par conséguent 8Co (A))*A); ; = 0.

On a donc bien montré qu€o (A))*A = A(Co (A))! = det(A)1d,,.

Proposition 6.12 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels de dimensionOn se donnés = (ey, ..., e,) une
base deF et B’ = (£1,...,e,) Une base dé". Soitf € L(E, F). Alors f est un isomorphisme d& sur F si et
seulement si

det(Mg s/ (f)) # 0.

Démonstration : On a vu dans le Corollaire 5.16 qyeest un isomorphisme si et seulement si la matrice
Mg 5 (f) estinversible. On utilise ensuite la Proposition 6.16. [

6.3.2 Résolution de systemes linéaires et formules de Cramer

Soitn > 2 etA € M, (K) inversibleetb € M,, 1(K). La solutionX = (z;) € M, 1(K) du systeme linéaire
AX = bestdonnée pak = A~'b ou encore

1

X = Co(A))%
qer(ay (Co AN,
ou Composantes par composantes
1 ) . .
P = —1)" AL b 4+ (1) P A by 4+ (1) AL by
T det(A)(( ) 1, 1+ (=1) 2,; 02 + + (-1 , )
1 ar1 o A14-1 b1 aii+1 ot Q1n
T det(4)
QAn,1 e Ani—1 bn An i1 T An,n

C’est ce que I'on appelle Idermules de Cramer.

» On utilise ces formules pour = 2 oun = 3. Pourn > 4, il est plus rapide d'utiliser I'algorithme du pivot de
Gauss.

6.3.3 Calculs d'aires et de volumes
A ECRIRE...

6.3.4 Le polyndme caratéristique d’'une matrice : calcul des valeurs propres

Proposition 6.13 On définit pour une matricd € M., (R),
Ps(X) = det(A — X1d,,).
C’est un polyndme de degréappelé polyndme caractéristique.

Démonstration :

Il suffit de remarquer par réccurence que le déterminant d’'une matrice deitasleune somme de produits de
termes distincts de la matrice. Par conséquent c’est bien un polyn6iXie ®n montre alors par réccurence que
son terme dominant est1)" X ™. L]

On verra plus loin (next year) que les valeurs propres d’'une matrisent les racines (darfS) du polynéme
caractéristique. Les valeurs propres et vecteurs propres sont des notions trés importantes pour comprendre la
structure d'une matrice et de I'application linéaire qui lui est associée.
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6.3. Applications du déterminant 6. Déterminants
6.3.5 Exercices

Exercice 148 La famille(2,1,0), (1, 3,1), (5,2, 1) est-elle libre ?

Exercice 149 (Matrices inversibles)Déterminer les valeurs du pardra ¢t € R pour lesquelles matricesdl, =
1 ¢t 1 1 1 ¢t

t 1 1]etN,= |1 t 1] sontinversibles.
1 ¢t 1 t 1 1
1 1 1
Exercice 150 (Condition d’inversibilité) Calculer| x y  z | et déterminer la condition d’inversibilité de la
.232 y2 2,2
matrice.
1 -1 0
Exercice 151 (Inverses de matrice par le déterminantlEn utilisant la comatrice, inverser les matric % (1) (1)
0 0 2
10 1 0
et 0 10 1 ainsi que leurs produits
10 -1 0 q P '
01 0 -1
Exercice 152 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finiety € L(E) telle quep? = —idg.

1. Donner des exemples de telles applications dans leicas2 ou 4.

2. Montrer que de telles applications existent si et seulemenest pair.
[ On pourra utiliser le déterminant de.]

Exercice 153 (Applications du déterminant aux systémes linéairesfombien de solutions a le systéme linéaire
suivant :

3z +y +z =1
2 -y 4z =
—x +y —2z

|
)

Et ce systeme ?

3z +y +z =0
2z =y +z =0

Ou bien encore ce systéeme ?

ty +z =0
2x +4z

|
o

Et celui-la?
+ty +z =1
2z +4z =1
-r +y -z = -1
Et pour finir ce systéme ?
+y +z =2
2z +4z = 2
- 4y —z =1
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6.4. Quelques calculs de déterminants

6. Déterminants

6.4 Quelques calculs de déterminants

6.4.1 Matrice de Froebenius

Proposition 6.14 (Déterminant d’une matrice de Frobenius)Le polynédme

P(X)=(-1)"" (X" —a, X" — -+ —a; —ap)
est le polynébme caractéristique de la matrice de Frobenius de taillel
M 0 - - oo 0 ag
1 o . D ag
0 1 :
A=
0
0 1 0 ap_1
10 0 1 a, |
Démonstration : On doit calculer
-X 0 0 ap
1 =X : a
0 1 :
A=
0
: 0 1 X  an_q
0 B 0] 1 a,—X

Pour cela on va ajouter a la premiére ligne une combinaison linéaire des précédentes :

Li>Li+XLo+X?La+--+ X" 'L, 1+ X"L,

On obtient
0 0 o v v 0 atar X+ tap 1 X"+ (a, — X)X
1 =X . : ay
0 1
A=
0
: 0 1 =X Ap—1
0 v e e 0 1 an — X
En développant le déterminant obtenu par rapport a la premiere ligne, on a
1 =X 0
0 1

A= (=1)""2(ap+ a1 X+ 4 an 1 X" (@ — X)X |

Par suite on a bieh = P(X).
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6.4. Quelques calculs de déterminants 6. Déterminants
6.4.2 Determinant de Van der Monde

On s’intéresse pour quatre réels distinctszo, 3, r4 au déterminant suivant :

1 1 1 1
_ T X2 I3 Ty
Az, w2, 13, 24) = (@) (22)% (23)? (24)2

En developpant ce déterminant par rapport a la premiere colonne on remargiéaxgues, x3, x4) €st un po-
lyndme de degr@ en la variabler;. De plus siz; = x5 OUxz; = x3 OUx; = x4, C'est le déterminant d'une
matrice qui a deux colonnes identiques et par conségNént zo, zs, z4) = 0 pouri = 2, 3,4. On en déduit que
x9,x3, x4 SONt les racines de ce polyndme de depeé gu'il existe une fonction (zz, 3, z4) telle que

A(Ih To, T3, I4) = §(I2, I3, QZ4)(I1 — I’Q)(Il — Ig)($1 — .CC4).
Si on développe par rapport a la premiére colonne ce déterminant on vérifie que

1 1 1
5(5627@”3,334) =—| X2 T3 Ty
(22)* (23)* (24)*

On recommence le méme raisonnement

1 1
(5([)3‘2,%3,%4) = — T3 T4 (332 — 563)(£U2 — LL’4) = (1'3 — 1'4)(.%'2 — 1‘3)({,62 — {L‘4).
Autrement dit
1 1 1 1
_ | T Z2 T3 Ty | _ o
Moran o) =02 (o2 (g (eap|= L @i=2)
(@) (22)® (2a)® (20)?] =57
Ce résultat se généralise par récurrence a la dimension
6.4.3 Deéterminant d’'une matrice tridiagonale
On s’intéresse au déterminant de la matrice tridiagonale suivante
a b 0 0 0
b a b 0 0
0 b a b O
0 0 b a b
00 0 b a
On a en développant par rapport a la premiéere colonne
Z Z 2 8 8 a b 0 0 b 00 0
AS, =10 b a b o = a @0 O _ppoa b0
a,b 0 b a b 0 b a b
0 0 b ab 00 ba 000D a
00 0 b a
a b 0 0
boab o ,*00
= a bbb a b
0 b a b 0 b a
0 0 b a
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6.4. Quelques calculs de déterminants 6. Déterminants
De méme

4 _ 3 2A2
AcL,b - G‘Aa,b —b Aa.,b
3 _ 2 2A1
Aa,b - aAa,b —b Aa,b

A2, = =P
A}va = a
On en déduit que
Ag,b = a(a® - b*) —b*a=a® - 2%
Aib = a(a® —2b%a) — b*(a® — b?) = a* — 3b%a® + b*
Agb = ala® — 3b%a® +b*) — b*(a® — 2b%a) = a® — 4b%a® + 3ab?
Le cas classique egt= —2b, on trouve alors
AY, = =-—4
Aib = a(a® —2v%a) — b*(a® — b*) = 5b*
A, = a(a*—3b%a® +b") — b*(a® — 2b%a) = —6b°

6.4.4 Exercices

Exercice 154 Calculer de plusieurs facons le déterminant suivant

1 2 1 3
2 -1 0 2
-1 1 -1 1
0 1 0 2
2 0 4
Exercice 155 Sans calcul, montrer ques 2 7| est divisible par2 et calculer le plus rapidement possible ce
2 5 5
déterminant.
2 1 14
Exercice 156 Sans calcul, montrerqué 5 7 | est divisible pan7.
7 5 5
1 2 1 4 1 2 1 4
. . : . 5 7 0 2 4 2 8
Exercice 157Ca|cu|er|esdetermlnantssuwa%‘. 7 5 5 et0 T
1 0 2 0 1 0 2 0
a b c
Exercice 158 Calculer{c a b|.
b ¢ a
Exercice 159 Calculer les déterminants des matrices suivantes :
a c c b c a b c a x Yy =z T y oz
c a b ¢ a ¢ ¢ b b =z y =z -y z -t =z
c b a c|’'lb c c al’lec & o Z|'|-2 t =z -y
b ¢ ¢ a c b a c d o vy 72 -t -z y x
14+a b a b a a a*> b+c+d 1 0 a d?
b 1+a b a a b b c+d+a 01 b b
a b 1+a b "la ¢ 2 d+a+b|’ |1 0 ¢ 2
b a b 1+a a d d® a+b+c 0 1 d d?
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6.4. Quelques calculs de déterminants

6. Déterminants

Exercice 160 (Déterminants de VandermondeOn notea, - - -

,a, des réels. Calculer les déterminanmis< n

suivants.
1 1 cee 1 a; as as an
a az Qn az G2 ag Qn
2 2 2
l)1 — ay as s a,, ,D2 — az as as Qp,
al™t eyt o et Gp  Gn G an,
Exercice 161 Montrer que
cosa cosb cosc
. . . . . . . c—=b  b—a . a-c
sina sinb sinc | =sin(c—b) +sin(b—a) + sin (a — ¢) = 4sin sin sin
1 1 1 2 2 2

Exercice 162 Soit(a, b) € R? aveca # b. Pourn € N, n > 2, on noteB,, le déterminant suivant :

a+b a

0 b

0

a

a+b

Montrer quevn € N,n > 4, B, = (a + b)B,,—1 — abB,,_2 Montrer que

VneN,n > 2, Bn:a

n+

1_bn+1
a—>b

Exercice 163 Calculer le déterminant de la matrice tridiagonale suivante

2 -1 0 0

-1 2 -1 0
o -1 2 -1
0 0o -1 2
0 0 0 -1
Applications du déterminant
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6.4. Quelques calculs de déterminants 6. Déterminants
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Annexe A

Corriges d’exercices

A.1 Chapitre 1

Exercice 13
Y4 / 0 1 -1
u = Au*, avecu = |s , U= |s ,etA=|[-1 1 0
c c 1 -1 1

Exercice 20 (Plans et droites d&?)

(Corrigé par Maximilien Rigaut)

SoientP et P’ deux plans d'équations respectives- y — 2z — 2 =0etz — 2y — 3z — 1.

1) Un vecteur appartient au plan (vectoriel associé?@ condition que ses composantes soient solution de
I'équation du planc — y — z = 0.

On a dondi etb deux vecteurs du pla® non colinéaires, d’équation :

1 -1
a= 2 eth = 2
-1 -3
1 . -1
Demémeona&= | 1 |etd= 1
0 -1
2. Le vecteuri = %6 A b est normal au plan formé par les vectaeth : P (cara etb ne sont pas colinéaires).
1 1 -1 -1
-1 -3 1

Le vecteurs = 2¢ A d est normal au plan formé par ces derniers Boit

1 -1 -1
=2 3 | A 1] = 2
0 ~1 3

3. Commei et ne sont pas colinéaires, les plans sont sécants et se coupent en un®drBivét w = (x, y, 2)
un vecteur directeur de la droite. Com¢ C P on au.«w = 0 et commeD; C P’ on av.w = 0.

{ —r+y+z = 0 { —-z+y+z = 0 @{x = -z
—r+2y+3z = 0 2 —y+3z—2 = 0 y = —2z
On posez =tonadonc:

r = -t

y = —2t

z = t
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A.2. Chapitre 2 A. Corrigés d’exercices
Le vecteur directeur d®; a pour coefficients -1, -2 et 1 :

-1
w=| -2
1

On cherche I'équation de la droif2, de vecteur directeur et passant par le poiot = (5,3,0). La droiteD; a
pour équation :

= —t+5

= —2t+3

= t

SIS

4. Le plan orthogonal a la droi®; et passant paB = (1,1, 1) a pour vecteur normal le vecteur directeurlde
soit«w). On a doncP” d’équation—x — 2y + z + p = 0, ou la constantg est déterminée par le fait que le piaf
passe par par le poif?. L'équation du plarP” est donc—z — 2y + 2z +2 = 0.

A.2 Chapitre 2

Exercice 32 (Grosses matrices)

(Corrigé par Maximilien Rigaut)

1 0 -3 8 3 2 -1 4 11 13 1 3
0 0 1 3 2 4 0 O | 3 2 5 6
2 -5 -1 3 0 -1 2 3| | -1 —-12 -1 8
0 0 1 0 1 1 1 1 0o -1 2 3
-3 1
1 1 -3 7 12 0| [ -4 22
-2 0 4 -3 2 0| |17 -1
-1 3
-3 1 -5 -3 13 -18
12 0 1 1 -3 7] |12 12 -36 84
2 0 -2 0 4 3 2 2 —6 14
-1 3 -7 -1 15 2
Exercice 45
-4 2 3] 10 1 -7
Bp=|4 -2 1|,Bi=|-2 3 11],
2 1 4 -2 3 3
2 1 7] -8 0 0 (21 T
By=|-2 =5 11|,BsA=|0 -8 0 ¢A*1:fg -2 -5 11
-2 3 -5 0 0 -8 -2 3 -5

Exercice 40 (Matrice d’adjacence d’un graphe)

(avec la participation de Maximilien Rigaut)

SoitA =

— =
O O =

0
0
1

SoientPy, P, et P3 les points d’un graphe dont la matrice d’adjacencededlors par définition de la matrice :
— P, estrelié aluiméme et R,,
— P, estrelié aP;,
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A.3. Chapitre 3 A. Corrigés d’exercices

P Py P
— Ps estrelié aP; et aPs.
ce qui donne le graphe suivant :
CalculonsA? :
210
A2=110
2 11

Démontrons que les coefficients dé représentent le nombre de chemin a deux arétes 2etre

En effet soitC = A2, on aC;; = Zzzl A; kA ;. Or par définition de la matricel, A; ;A ; = 1 si et
seulement si il existe une aréte entet £ et une aréte entrieetj ; doncA,; , Ay ; = 1 si et seulement si il existe
un chemin a deux arétes entret j. Sinon,A; 1 Ay ; = 0. Comme(, ; = 22:1 A; 1 Ak,;, On en deduit qUE; ;
est exactement le nombre de chemin a deux arétesiegitke

CalculonsA?® :

AP =

=N W
DN = DN
= o O

Par définition,(A%); ; = S»_, (A2); 1Ay ;. Or (A%); , estle nombre de chemin & deux arétes engigk. Mais
Ay,; = 1 si et seulement si il existe une aréte eritret j. Donc (A?); A ; est le nombre de chemins a trois

arétes entré et j passant pak. On en déduit finalement quel®); ; = S°>_, (42), 1Ay ; est le nombre total de
chemins a trois arétes entret ;.

A.3 Chapitre 3

Exercice 73 (Somme de deux sous-espaces vectoriels)

1. D’abord, on a évidemmei® € F + G. Montrons queF’ + G est stable par combinaison linéaire.«5et v
€ F + G, alors on peut écrire = up + ug etv = vg + vg, avecur,vr € F etug,vg € G . Soienta et
B eR.Onacu + fv = alur + ug) + f(vr + vg) = aur + Pvr + aug + fvg . Oraur + fvp € F et
aug + Pvg € G. Donc OK.

2. DansE = R?: on prendF la droite de vecteur directeur = < (1) > et G la droite de vecteur directeur

J ( (; ) . Le vecteur; + 5 = ( 1 ) n'appartient pas & U G.

Exercice 85 (Une ligne avec que des uns)

Si la premiére ligne est remplie de 1, comme la matrice est totalement échelonnée, il n’y a pas de pivot dans les
autres lignes, qui sont donc toutes nulles. Le rang de la matrice, qui est égal au nombre de pivots, au nombre de
lignes non nulles ou encore au nombre de colonnes pivotales) est donc égal a 1.

Exercice 71 (Image d’'une matrice et solution du syséme linéaire)

Dire gu'il existe une solution au systemfer = b, c’est équivalent a dire qu'il existe tel queb s’écrive comme
le produit de la matriced avec le vecteus, et donc queb soit une combinaison linéaire des colonnesAdé.e
plus simple pour obtenir cela poby etb, est de prendre les colonnes deégales &, etbs.

On veut de plus que le systémee = b; n'admette pas de solution. Pour cela, il faut dyene soit pas dans
I'espaceC(A) (oulm(A)) des combinaisons linéaires des colonneside

Donc sibs est une combinaison linéaire de et b, il n'est pas possible de trouvet telle que les systemes
linéairesAxz = b, et Ax = b, admettent une solution, et le systerie = b3 n'en admette pas.
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A.3. Chapitre 3 A. Corrigés d’exercices

Si bs n'est pas une combinaison linéaire leet b,, alors la matricer x 2 dont la premiére colonne est égale a
b, et la seconde &, convient.

Exercice 64 (Construction de sous-espaces)

1 0
1. Exemple1:Lamatricel= | 0 1 | convient.
0 0
2. Exemple 2 b3 = by + b, et donc il n’existe pas de matricktelle que les systémes linéairds: = b; et
Az = by admettent une solution, et le systérie = b3 n’en admette pas.

1 1
1. F: ensemble des combinaisons lin ?aires des vec u%)s , et 1
0 0
1
G : ensemble des multiples du vect uré
0
2. F: ensemble des matrices diagonales
G : ensemble des matrices multiples de I'identit 2.
3. F: ensemble des fonctionsde R dansR dont la d ?riv ?e seconde est nulle
G : ensemble des fonctions constantes.

Exercice 101 (Bases et dimension de sous-espaces de matrices)

1. Toute matrice carré® x 2 s’écrit de la forme

(ea)=eCoo) o) ee(v o) (i v)

La famille est donc génératrice. Il est facile de voir gu’elle est libre : c’est donc une base (en fait, c’est la
base canonique sur I'ev des matrices carrées d’ordre 2, qu’on a vue en cours). I y a 4 “vecteurs” (qui sont
en fait des matrices) de base, donc I'espace est de dimension 4.

2. Une base de 'ev des matrices carréesn est la base canoniqé’;; );=1, .. » j=1,...» dontles coefficients

sont tous égaux a 0, sauf celui de{a@me ligne eg-eme colonne, qui est égal & 1. Or cand; )i=1,...,n
Jj=1,..., n

) =n x n. Il y a doncn? vecteurs de base, et donc la dimension de I'espace des matrices earréesst

n2.

3. Commencons par le c@sx 2 : si la matrice est diagonale, elle s’écrit :

a 0 1 0 0 0
(6 2)=<(o0)=(a )
. .y (10 0 0 . , ,
La famille consituée des matricés 0 0 et 0 1 est libre, et c’est donc une base de I'espace des
matrices diagonales. On en déduit que le sous-espace des matrices diagonales est de dimension 2.
Une matrice diagonale de dimensiars’écrit comme combinaisons linéaires desnatricesE;; définies
'|'<',% la premi'l'g%re guestion. Ces matrices sont libres, forment un base de I'espace des matrices diagonales,

qui est donc de dimension
4. Commencons par le c&sx 2 : si la matrice est symétrique, elle s’écrit :

(b a)=eCo) (o) ealo )

La famille consituée des matric{s(l) 8 ) < (i) (1) ) et( 8 ? ) est libre (vérifiez le), et c’est donc

une base de I'espace des matrices symeétriques. On en déduit que le sous-espace des matrices diagonales est

Université Aix-Marseille JPEIP-L1, 27 avril 2010 116 Algébre linéaire, Maths générales |1



A.3. Chapitre 3 A. Corrigés d’exercices

de dimension 3.

Une matrice symétrique de dimensians’écrit comme combinaisons linéaires desnatricesF;;, i =
1,...,netdes matrice®,; + E;;, j > i, ol lesE;; sont définies a la premiére question. Or le nombre des
matricesE;; + E;;, j > i est le cardinal de I'ensemble des couplég) vérifiantj > . Comptons les :

pouri =1,ilyena:n — 1. Pouri = 2,ily enan — 2. Pouri = k, il y en an — k (dessinez les matrices
pourn = 3 si vous ne comprenez pas...) Donc entout, ilyenal+n—-2+... +n — (n — 1), soit
encore}" '(n—i) =n(n—1) = X" i=nn-1) - % = % Si on ajoute les matrices
diagonales, on a donc+ w = %

Ces matrices sont libres, forment un base de I'espace des matrices diagonales, qui est donc de dimension

Exercice 102 (Espace de fonctions)

1.

Ici, vous pouvez avoir un petit doute sur I'ipendance de la famille & cause de la relaties? = + sin® z =

1. En effet, on ath(z) = 2f(x) — g(z) pour toutz, et donc2f — g + 4h = 0, ce qui montre que la famille

est liée.

La, il n'y a pas de relation simple entre les fonctions, on va donc essayer de montrer que c’est une famille
libre : on supposef(z) + Bg(x) + vh(z) = 0, c.&.d.a + Bsin(x) + vsin(2z) pour toutz. En prenant

x = 0 on obtiento = 0. En prenant: = 7 on obtient3 = 0 et en prenant = 7 on obtienty = 0. On a

donc bien une famille libre.

. Méme chose que précédemment; on suppgse Gg = 0, c.a.d.ax + [ cos x = 0 pour toutz. En prenant

x = 0 on obtient3 = 0. En prenant: = 5 on trouvea = 0.

. On remarque quaf(z) = 322 + 6z + 3 = 3(2? + 2z) + 3 = 3g(z) + h(x) pour toutz. Ceci montre que

la famille { f, g, h} est liée et dona fortiori la famille { f, g, h, k}.

. cos(2z) = cos?(x) — sin?(x) pour toutz, donc la famille est liée.
. La famille est liée car elle contient le vecteur nul (et donc on peut mettre n'importe quel coefficient non nul

devant celui-ci et obtenir une combinaison linéaire nulle).

Corrigé de I'exercice 103

1.

2.

3.

On remarque d'abord queé € F et0 € G; onadoncd € F N G. Il reste & montrer qué” N G est

stable par combinaison linéaire. Soienetv € F N G et soienth ety € R. CommeF et G sont des
s.e.v, ils ont stables par combinaison linéaire, et dower pv € F et \u + pv € G, ce qui montre que
Au + pv € F'N G, qui estdonc bien un s.e.v..

(a) On vérifie facilement que les familleau, v} et {w, z} sont libres. Elles sont donc des bases des
espaces qu’elles engendrent. Ddng v} est une base dE et {w, z} est une base d&.

(b) Soitz € FNG, alorsz estde laformex = au + fv. etz = o’w + 3 2.

a+pf 0
z=| a+p8 | = +7
B g
On en déduit que les vecteursde F' N G sont de la forme :
0 0
x=| 0 | etunebasedENG estlevecteul 0 | .Lesous-espacENG estdoncde dimension
I6; 1

(a) L'espaceF est une droite (dimesion 1) dont une base est le veetgetr’espaces un plan (dimension
2) dont une base est la familjev, z}.

(b) On vérifie facilement qué” N G est réduit &0}, dont la base edt: on ne peut pas avod dans la
base et donc il n’yaucun élément dans la base. Le sg¥} est de dimension 0.
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A.3. Chapitre 3 A. Corrigés d’exercices
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Annexe B

Algorithmes et programmes informatiques

B.1 Algorithmes de Gauss et LU

On donne dans ce paragraphe la version “programmable” de I'algorithme de Gauss et de la maétipode
une matrice carrée d’'ordre
On souhaite résoudrér = b, avecA € M, (R) inversible et un ou plusieurs second memliresR™.

Méthode de Gauss sans pivot
1. (Factorisation et descente) Pawllant del an, on effectue les calculs suivants :

(a) On ne change pas feéme ligne
Ui j = a;; pourj =i,...,n,
Yi =b;
(b) On change les ligneis+ 1 an (et le second membre) en utilisant la ligh®ourj allant dei + 1 an :
lii= ZJ (sia;; =0, prendre la méthode avec pivot partiel)
pourk allant dei + 1 an, a; = a; — l;a; 1 (noter quez; ; = 0)
bj = b — iy

2. (Remontée) On calcule

Pour: allant den a1,

Ti = ul (yi — Z;’L:i-i,-l u; §T5)

Méthode LU sans pivot

La méthodeLU se déduit de la méthode de Gauss en remarquant simplement que, ayant conservé ld matrice
on peut effectuer les calculs shaprés les calculs sut. Ce qui donne :

1. (Factorisation) Poui allant del an, on effectue les calculs suivants :
(a) On ne change pas faéme ligne
Ui ; = a;j poury =1,...,n,
(b) On change les ligneis+ 1 an (et le second membre) en utilisant la ligh®ourj allant dei + 1 an :
lii= ZJ (sia;; =0, prendre la méthode avec pivot partiel)

i,

pourk dei +1an, ajr = ajr —l;;a;, (Noter ques; ; = 0)
2. (Descente) On calculg(avecLy = b)
Pouri allant del an,
yi = bi — S li 1y (on @ implicitement; ; = 1)
3. (Remontée) On calcule (avecUz = v)

Pour: allant den a1,

ul (yi = Z;‘L:iﬂ U; ;T ;)
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B.1. Algorithmes de Gauss et LU B. Algorithmes et programmes informatiques
Méthode LU avec pivot partiel

La méthodeLU avec pivot partiel consiste simplement & remarquer que I'ordre dans lequel les équations sont
prises n'a aucune importance pour I'algorithme. Au départ de I'algorithme, on se donne la bijeletian. . . , n}
dans{1,...,n} définie part(i) = 4, et qui va étre modfiée au cours de 'algorithme pour tenir compte du choix
du pivot. On écrit I'algorithme précédent avec les nouveaux indices detlighee qui donne :

1. (Factorisation) Poui allant del an, on effectue les calculs suivants :
(@) Choix du pivot (et de(i)) : on cherché: € {i,...,n} t.q.|ayy);| = max{|ayq),|, 1 € {i,...,n}}.
On change alorsen prenant(i) = t(k) ett(k) = ¢(i).
On ne change pas la ligné)

ut(i),j = at(i)d» pourj = ’L'7 B M
(b) On modifie les lignes(j) autres que les lignegl), ..., t(n) (et le second membre), en utilisant la
ligne t(¢). Donc pourt(j) € {t(i + 1),...,t(n)} (noter qu'on a uniqguement besoin de connaétre
'ensemble , et pas I'ordre) :
at(4),i

Ly =
’ Q(i),i
pourk dei+1an, ay;yk = @),k — li(),i0 i,k (NOtEr que(;) ; = 0)

2. (Descente) On calculg
Pouri allant del an,
Yi = by — Z};ll L) KUk
3. (Remontée) On calcule
Pour: allant den a1,

@i = (Y = 21 Ui(i),§ %))

Ut (i),i
NB : On a change I'ordre dans lequel les équations sont considérées (le tableaoe cet ordre). Donc, on a
aussi changé I'ordre dans lequel interviennent les composantes du second membre. Par contre, on n'a pas touché
a I'ordre dans lequel interviennent les composantes élg;.

Il reste maintenant a signaler le “miracle" de cet algorithme. ... Il est inutile de connaitre complétgroentaire

cet algorithme. A I'étapeé de I'item 1 (et d’ailleurs aussi a I'étapede I'item 2), il suffit de connaitre(;) pour

j allant del &, les opérations dé(b) se faisant alors sur toutes les autres lignes (dans un ordre quelconque).
Il suffit donc de partir d’'une bijection arbitraire dé,...,n} dans{1,...,n} (par exemple I'identité) et de la
modifier a chaque étape. Pour que I'algorithme aboutisse, il suffitque # 0 (ce qui toujours possible cat
estinversible). Pour minimiser des erreurs d’arrondis, on a intérét a ch@jgiour quela, ;) ;| soit le plus grand
possible. Ceci suggére de faire le choix suivant(dga I'étape: de I'item 1(a) de I'algorithme (et c’est & cette
étape que(4) doit étre défini) :

on cherché: € {i,...,n} t.q.|aym),:| = max{|a,q)l, ! € {i,...,n}}. On change alorsen prenant(i) = t(k)
ett(k) = t(7).

Remarque : Lintroduction des matriced. et U et des vecteurg et x n'est pas nécessaire (tout peut s'écrire

avec la matriced et le vecteub, que I'on modifie au cours de I'algorithme). Lintroduction dleU, = ety peut

toutefois aider & comprendre la méthode. Le principe retenu est que, dans les algorithmes (Gauss ou LU), on
modifie la matriced et le second membite(en remplacgant le systeme a résoudre par un systéeme équivalent) mais
on ne modifie jamaid, U, y etz (qui sont définis au cours de I'algorithme).

Remarque L'algorithme se ramene donc a résoudrE&x = b, en faisantLy = b etUz = y. Quand on fait

Ly = bles equations sontdans I'ordr@ ), . . ., t(n) (les composantes desont donc aussi prises dans cet ordre),
mais le vecteuy est bien(y, . .., y,)" (¢ signifie ici “transposé" pour obtenir un vecteur colonne). Puis, on fait
Uz = y, les equations sont toujours dans l'ord(é), ..., ¢(n) mais les vecteurs ety sont(z1,...,z,)" et
W1, Yn)
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